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PREFAŢĂ 


A existat o perioadă în istoria logicii cînd domina opinia 
după care ştiinţa iniţiată de Aristotel era socotită ca încheiată, 
cînd se considera că a spune ceva nou nu înseamnă mai mult 
decît a folosi cuvinte noi pentru probleme de mult elucidate. 
Dar, la jumătatea secolului trecut, aplicarea metodelor mate¬ 
maticilor în studiul problemelor de logică a produs o veritabilă 
cotitură, atît sub aspectul direcţiilor noi pe care s-au înscris 
investigaţiile, cît şi sub acela al interesului pe care îl stîrneşte 
de atunci această ştiinţă. Deşi cu antecedente mult mai vechi, 
a apărut acum o nouă ramură a logicii care, prin rezultatele 
surprinzătoare la care a ajuns în comparaţie cu logica clasică, 
nu de puţine ori a fost privită ca o nouă ştiinţă. Logica simbolică 
a conferit o mai mare rigoare şi subtilitate teoriei, a lărgit consi¬ 
derabil domeniul investigaţiilor logice, a adus în discuţie pro¬ 
bleme noi, iar în ultima vreme a conturat din ce în ce mai precis 
o dimensiune nemijlocit aplicativă pentru ceea ce Aristotel 
numise ştiinţă a demonstraţiei. In acest fel, logica modernă a 
progresat deosebit de rapid, a devenit un subiect extrem de speciali¬ 
zat care dispune de o atît de largă literatură tehnică încît vechea 
opinie a fost înlocuită cu o alta după care puţine opere de bază 
în acest domeniu pot ocoli un compromis între lărgimea şi adînci- 
mea tratării. 

Printre problemele noi pe care logica modernă le-a adus în 
discuţie se află şi aceea care constituie obiectul prezentei noastre 
lucrări. Nu poate exista îndoială că sesizarea principiului 
dualităţii ca o problemă de logică este un merit al logicii simbolice, 
după cum nu putem nega că acest principiu a fost cunoscut şi 
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aplicai mti înainte în matematici. Semnalat în secolul trecut 
de Augustus De Morgan şi mai ales de E. Schroder, principiul 
dualităţii nu a făcut de atunci decît obiectul unor scurte referinţe, 
uneori doar trecătoare, în cărţile de logică şi din cîte cunoaştem 
nu s-a bucurat de atenţie specială din partea logicienilor. 

Analiza pe care am făcut-o asupra relaţiilor dintre anumite 
conexiuni logice — operatorii logicii propoziţiilor — ne-a condus 
la ideea că principiul dualităţii, nu numai că are largi implicaţii 
în teoria logică în genere, dar el constituie o chestiune majoră 
şi dincolo de graniţele ştiinţei logicii. Importanţa unei cercetări 
mai largi a relaţiei de dualitate se explică prin aceea că ea ne 
permite descoperirea unor raporturi logice noi, o explicaţie 
mai adecvată a unor legături logice şi o discuţie mai adîncă 
a raportului dintre logica modernă şi cea clasică, a celui dintre 
logică şi ştiinţa matematicilor, dar şi prin perspective nemijlo¬ 
cit aplicativă a rezultatelor obţinute în studiul principiului 
dualităţii. în acest ultim sens cităm, cu exemple doar, posibili¬ 
tatea de simplificare a sistemului logicii moderne, aplicaţiile 
principiului dualităţii în programarea liniară în legătură cu 
problemele de optimizare, sau în teoria contactelor electrice. 
Mai mult, pe linia legăturilor strînse dintre dualitate şi sime¬ 
trie, analiza logică a principiului dualităţii este de un mare 
interes şi pentru filosofie, de exemplu în legătură cu ipoteza lui 
Yang şi Lee, confirmată experimental, cu privire la violarea 
principiului parităţii la nivel subatomic. în această lucrare noi 
ne ocupăm doar de implicaţiile logice ale principiului dualităţii 
şi sperăm ca ea să convingă de necesitatea unei teorii logice a 
dualităţii. 


Subiectul prezentei lucrări mă preocupă încă din anul 1966. 
în toată această perioadă am beneficiat de sfaturile şi observaţiile 
critice ale profesorilor Petre Botesatu de la Universitatea A. I. 
Cuza din Iaşi, Ion Didilescu, Gheorghe Enescu, Radu Stoichiţă 
— de la Universitatea din Bucureşti, cărora le aduc şi pe această 
cale sincere mulţumiri. O parte a rezultatelor la care am ajuns 
şi-au găsit expresie în teza mea de doctorat (Universitatea din 
Bucureşti, iunie 1972), pe care am jînalizat -0 în perioada unui 
stagiu de specializare la University College London, cînd, sub 
îndrumarea profesorului Richard Wollheim, şeful Departamentu- 
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lui de Filosofie, am avut utile schimburi de opinii pe această 
temă cu Dr. Chris Wright, Hyde Ishiguro de la acelaşi Colegiu 
şi cu Dr. Wilfrid Hogges de la Bedford College London, cărora 
ţin, de asemenea, să le mulţumesc. Se înţelege însă că pentru 
toate cele susţinute în lucrare sînt singur răspunzător. 


ianuarie 1973 


P. BIELTZ 



INTRODUCERE 


Această lucrare este o încercare de a analiza, cu mijloacele 
logicii moderne, principiul dualităţii. Dezvăluirea manifes¬ 
tărilor logice ale principiului dualităţii este, fără îndoială, o 
chestiune datorată exclusiv logicii moderne, dar implicaţiile 
problemelor dualităţii depăşesc graniţele ştiinţei logicii. Se 
pare că principiul dualităţii este esenţial legat de acele domenii 
ale cunoaşterii pe care le putem clasifica sub numele de ştiinţe 
formale. 

înainte însă de a încerca, chiar şi în linii generale, să ne 
oprim asupra implicaţiilor principiului dualităţii, e necesar 
să precizăm ce se înţelege prin dualitate. Procedînd, evident 
într-o manieră destul de largă, putem spune că prin duali¬ 
tate se înţelege o relaţie, o legătură între două clase de elemente. 
Ca obiecte ale relaţiei de dualitate, cele două clase poartă 
numele de duali. Această relaţie este o corespondenţă astfel 
constituită încît fiecărui element din prima clasă îi cores¬ 
punde un element în cea de a doua clasă şi fiecărui element 
din cea de a doua clasă îi corespunde un element în prima clasă. 

Mai precis, dacă este dată o anumită clasă A ale cărei ele¬ 
mente sînt x, y şi s, astfel încît această ordine a lor este carac¬ 
teristică pentru clasa A şi dacă înlocuim fiecare element al 
clasei A cu complementarul său, obţinem o nouă clasă, clasa 
B, ale cărei elemente sînt z', y' şi x ', aşezate într-un nou şir, 
într-o ordine inversă faţă de cea caracteristică clasei A, dar 
fiecare element din mulţimea B păstrează o poziţie simetrică 
faţă de corelativul său din clasa A, vom spune că A şi B sînt 
clase duale, sau că între ele există un raport de dualitate. 
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Deşi problematica dualităţii nu este inclusă în toate cărţile 
moderne de logică, totuşi, utilizarea metodelor formale, speci¬ 
fice logicii simbolice, au permis să se remarce că, principiul 
dualităţii, de mult devenit familiar pentru matematică, îşi 
află o manifestare specifică la nivelul ştiinţei logicii. Tocmai 
cu scopul de a indica punctele de referinţă din perspectiva 
cărora înţelegem să vorbim de o manifestare specifică a prin¬ 
cipiului dualităţii în cadrul teoriei logice, socotim necesar ca acum 
la început să ne oprim mai întîi, evident pe scurt, asupra a 
ceea ce noi înţelegem prin obiectul şi natura ştiinţei logicii. 


1. LOGICA 

Dacă ţinem seamă de faptul, unanim acceptat, că momentul 
constituirii logicii ca ştiinţă de sine stătătoare coincide cu apari¬ 
ţia Organon -ului aristotelic, în mod firesc urmează concluzia 
că logica este una dintre ştiinţele cu cea mai îndelungată 
istorie, întrucît acest moment este plasat cu mai bine de două 
milenii în urmă. Dar pe cît de lungă este istoria logicii, ea este 
tot pe atît de bogată şi deşi I. Kant o declara încheiată chiar 
de la debutul ei, epoca modernă a făcut dovada incontesta¬ 
bilă că, tocmai această ştiinţă a cărei distincţie ţine, printre 
altele, de perenitatea conceptelor sale, se află şi astăzi într-o 
continuă dezvoltare. 

O privire cît de generală asupra acestei istorii milenare a 
ştiinţei logicii, nu poate să nu recunoască cel puţin două etape 
distincte de constituire a acestei istorii. Prima etapă începe, 
aşa cum arătam, cu lucrarea lui Aristotel, Organon, a doua 
debutează în secolul XIX prin lucrările matematicienilor 
englezi G. Boole şi A. De Morgan. Ceea ce a caracterizat cea 
de a doua etapă în dezvoltarea logicii, a fost utilizarea unor 
metode cu totul noi pentru teoria logică, a unor metode obiş¬ 
nuite pînă atunci numai pentru ştiinţa matematicii. 

în plus, rezultatul utilizării acestor metode în investigarea 
şi expunerea problemelor de logică a fost atît de nou, atît de 
diferit prin puterea şi subtilitatea cercetării faţă de ceea ce 
era familiar logicii tradiţionale, încît, aşa cum arată W. 
Quine, nu în mod nejustificat noile metode şi noile rezultate 
au fost şi mai sînt şi astăzi încă privite ca definitorii pentru o 
nouă ştiinţă [43 p. 1]. Apărută la jumătatea secolului XIX, 
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logica simbolică a înregistrat de atunci o puternică dezvoltare 
şi diversificare, dar constituirea ei ca disciplină logică distinctă 
nu a însemnat sfîrşitul logicii iniţiată de Aristotel. Este un 
lucru obişnuit pentru mulţi autori, dar nu pentru toţi, să 
recunoască astăzi existenţa a două discipline logice: logica 
formală clasică — logica de tradiţie aristotelică şi logica formală 
modernă — logica simbolică. Dar existenţa a două discipline 
logice distincte a fost recunoscută în mod diferit de către logi¬ 
cieni diferiţi. De multe ori aceste deosebiri de opinie ţin atît 
de punctul de vedere asupra specificului şi finalităţii ştiinţei 
logicii, cît şi de perspectiva filosofică acceptată, explicit sau 
nu, de un logician sau altul. 

Trecerea în revistă a acestor opinii nu ţine de scopul lucrării. 
Anterior noi ne-am exprimat punctul de vedere [8] asupra 
acestor chestiuni, iar acum arătăm că nu acceptăm poziţia 
după care una dintre cele două discipline logice s-ar substitui 
celeilalte ca singura teorie logică veritabilă. Noi acceptăm 
opinia după care logica tradiţională şi logica simbolică sînt 
două dimensiuni diferite ale unei ştiinţe unice: ştiinţa 
logicii [26 p. 29] 

Dezvoltarea şi diversificarea contemporană a ştiinţei logicii 
a readus în actualitate chestiuni legate de cxplicitarea naturii 
şi a obiectului logicii. în legătură cu aceasta a devenit un loc 
comun a cita cele spuse de Ch. Peirce cu privire la faptul 
că pînă în prezent deşi logicii i s-au dat mai bine de o sută de 
definiţii, nici una dintre ele nu este unanim acceptată şi în 
plus a afirma că întîlnim aici o situaţie paradoxală: tocmai 
ştiinţa care, printre altele, studiază definiţia, tocmai ea nu 
dispune de o definiţie satisfăcătoare. De aceea, pare firesc a 
accepta opinia lui A. N. Prior, care spunea că cea mai bună 
cale de a defini logica este de a face logică [42 p. 1 ] şi numai 
după ce ne-am familiarizat cu problematica logicii să încer¬ 
căm, cum susţine B. Mates, să ne facem o opinie despre ce este 
logica [35 p. 1—3]. Situaţia aceasta, departe de a fi carac¬ 
teristică numai pentru logică, o reîntîlnim, într-un fel, la toate 
acele ştiinţe a căror istorie nu numai că nu e încheiată, dar a 
cărei constituire este în plină desfăşurare. în acest fapt îşi 
află raţiunea aserţiunea Ini H. B. Curry, după care delimi¬ 
tarea unei ştiinţe trebuie înlocuită cu precizarea problemelor 
ei fundamentale, lăsînd ca aceste limite să cadă acolo unde 
s-o întîmpla [15 p. 18]. 
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Noi nu avem intenţia de a susţine că cele afirmate de 
Aristotel la începutul Analiticilor Prime , atunci cînd caracteri¬ 
za obiectul preocupărilor sale drept ştiinţă a demonstraţiei 
[An. pr. I, 1, 24 a] ar fi o definiţie complexă şi completă a 
ştiinţei logicii, dar credem că înţelesul cuvintelor sale carac¬ 
terizează în mod esenţial obiectul logicii, indiferent dacă 
ne referim la logica de tradiţie aristotelică sau la logica simbo¬ 
lică. Pornind de aici, noi respingem atît absolutizarea afirma¬ 
ţiei lui J. Lukasiewicz după care logica n-ar avea de a face cu 
gîndirea mai mult decît are de a face cu ea matematica [33 p. 
12], cît şi opinia care reduce logica simbolică la o simplă apli¬ 
caţie a matematicii Ia studiul problemelor de logică. Fără 
a ne situa pe o poziţie logicistă, matematica a făcut şi face 
apel la logică, în forma ei clasică sau modernă, pentru explici- 
tarea conceptelor sale fundamentale, a demersului gîndirii 
matematice. în această perspectivă, adică în măsura în care 
fundamentele matematicii ar fi definite prin mijloacele mate¬ 
maticii însăşi, chiar dacă nu e vorba de matematica pură ci 
de una aplicată, nu cumva întreaga problematică logică a 
fundamentelor matematicii s-ar reduce la o tautologie, la o 
definiţie idem per idem ? Dacă metodele sînt asemănătoare, 
dacă uneori chiar simbolurile utilizate de logică şi matematică 
au aceeaşi formă grafică, nu trebuie să conchidem identitatea 
celor două ştiinţe, căci nu forma grafică a simbolurilor este 
importantă, ci semnificaţia lor. 

Logica simbolică şi matematica sînt două ştiinţe diferite, 
dar ca ştiinţe diferite ele se presupun în mod reciproc. Fără 
îndoială că la debutul său, pînă şi-a elaborat un limbaj propriu 
şi metode specifice, logica simbolică a făcut apel la matematică 
şi nu poate fi negat că exemplul matematicilor a fost un veri¬ 
tabil catalizator pentru dezvoltarea noii discipline logice. 
La rîndul ei, ştiinţa matematicii presupune ştiinţa logicii, 
căci pentru matematică conceptul de demonstraţie este fun¬ 
damental şi definitoriu, în sensul de mijloc de constituire. 
Departe de a nega rolul pe care intuiţia îl are în matematică, 
nu putem să nu fim de acord cu acei autori după care, dacă o 
teoremă poate fi sesizată prin intermediul intuiţiei, finalizarea 
ei ca teoremă în cadrul sistemului matematicii se face pe calea 
unei demonstraţii [41, p. 7 ]. Legătura care există între 
logica modernă şi matematică nu poate fi înţeleasă ca o redu¬ 
cere a logicii simbolice la o ramură a matematicii. 
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în acelaşi timp însă, nu putem să nu recunoaştem că aspectnl 
extrem de riguros şi tehnic al logicii simbolice o face pe aceasta 
din urmă extrem de asemănătoare matematicii, deşi această 
asemănare nu este o premisă suficientă care să impună cu 
necesitate concluzia identificării dintre logica simbolică şi o 
ramură a matematicii. Tocmai cu scopul de a prezenta un punct 
de distincţie între logica simbolică şi matematică credem că 
este util să ne referim la ceea ce P. R. Halmos numeşte logică 
algebrică [22 p. 3 —10]. 

Astfel, autorul citat, după ce remarcă interesul deosebit 
pe care îl prezintă logica simbolică, parţial datorită noilor 
şi surprinzătoarelor ei aplicaţii, distinge logica algebrică 
ca un intermediar între logica simbolică şi matematică. După 
opinia sa, logica algebrică este o abordare modernă a unora 
dintre problemele logicii simbolice şi a altora din teoria alge- 
brelor booleene. Logica algebrică este înţeleasă ca o ramură 
a matematicii pure, dar ea nu se identifică şi nu se substituie 
logicii formale. 

Folosind exemplul fizicii, P. R. Halmos arată că de multe 
ori o teorie desemnată la început ca o unealtă pentru studiul 
unei probleme fizice, a dobîndit treptat un interes matematic 
pur. Cînd aceasta se întîmplă, teoria devine de obicei o modali¬ 
tate generalizată dincolo de punctele cerute pentru aplicaţii, 
generalizările fac contact cu alte teorii (în mod frecvent în 
direcţii complet neaşteptate), iar prin subiectul ei ea se stabi¬ 
leşte ca o nouă parte a matematicii pure. Partea matematicii 
pure astfel creată nu pretinde (şi nu cere) să rezolve problema 
fizică care a generat-o; ea trebuie să se menţină sau să cadă 
în virtutea propriilor ei merite. 

Fizica nu constituie însă singura sursă externă pentru teoriile 
matematice; alte discipline, aşa cum ar fi economia politică 
sau biologia, pot juca un rol similar. Un recent (şi probabil 
surprinzător) adaos la colecţia catalizatorilor matematicii 
este logica formală; ramura matematicii care i s-a dedicat este 
considerată de P. R. Halmos tocmai logica algebrică. 

Dar dacă logica algebrică, la dezvoltarea căreia o contribu¬ 
ţie remarcabilă au adus Curry, Henkin, Rasiowa, Sikorski 
şi Tarski, pleacă de la anumite consideraţii logice speciale, 
dacă ea abstrage din ele, dacă le plasează într-un context al¬ 
gebric general şi dacă, pe calea generalizării, face contact cu 
alte ramuri ale matematicii (cum ar fi topologia şi analiza 
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funcţională) nu înseamnă că asta ar justifica un semn de egali¬ 
tate între logica algebrică şi logica simbolică. Logica algebrică 
nu cere să rezolve nici una dintre problemele care îi preocupă 
pe logicieni. Ea pretinde doar că e o ramură a matematicii 
pure în cadrul căreia, conceptele care constituie scheletul logicii 
simbolice moderne pot fi discutate intr-un limbaj algebric. 

După cum arată P. R. Halmos, logica algebrică este abia 
la început şi nu dispune încă de o literatură prea bogată, dar 
existenţa ei ca un intermediar între logica simbolică şi matema¬ 
tică este în concepţia noastră un argument pentru a susţine 
logica simbolică ca o parte a ştiinţei logicii şi nu ca o ramură 
a matematicii. 

în faptul de a fi ştiinţă a demonstraţiei, logica îşi află nu nu¬ 
mai explicitarea obiectului ei, dar şi criteriul de deosebire faţă 
de celelalte ştiinţe şi chiar faţă de matematică. Orice ştiinţă 
şi matematica prin excelenţă, utilizează diverse proceduri de 
demonstraţie, de argumentare, atît în procesul investigării 
cit şi în cel de justificare a propoziţiilor care alcătuiesc teoria. 
Dacă pentru orice ştiinţă procedurile de demonstraţie sînt 
unelte de investigare sau de explicitare, pentru logică demon¬ 
straţia, cu toate speciile sale, este chiar obiect de studiu. 
Pe această cale noi înţelegem să explicăm nu numai specifi¬ 
cul ştiinţei logicii, ci şi raportul dintre logică şi celelalte ştiin¬ 
ţe, dintre logica simbolică şi matematică şi chiar raportul 
dintre logica de tradiţie aristotelică şi logica simbolică. 

Dezvoltarea şi diversificarea contemporană a cercetărilor 
de logică, în special a celor ce ţin de logica simbolică, au dus 
la formularea unor opinii diverse privind natura logicii simboli¬ 
ce, relaţiile ei cu logica de tradiţie aristotelică sau cu matema¬ 
tica. Aici, noi dorim doar să afirmăm că acceptăm punctul 
de vedere al acelor logicieni care susţin că singurul obiect al 
logicii simbolice este tot logica, adică principiile care guver¬ 
nează validitatea inferenţelor. în continuare, urmînd firul 
aceloraşi idei, susţinem că deosebirea dintre logica de tradiţie 
aristotelică şi logica simbolică nu este decît o deosebire acciden¬ 
tală [32 p. 3 ]. Această deosebire este accidentală pentru că 
ţine de metodele utilizate de cele două discipline logice şi nu 
de o eventuală divergenţă ce ar proveni din obiectul lor. Lo¬ 
gica de tradiţie aristotelică are un caracter formal, pentru că 
în calitatea ei de logică ea face abstracţie de conţinutul concret 
determinat al formelor logice studiate, pentru că ea studiază 
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formele gîndirii din punctul de vedere al mecanismului lor 
necesar, adică le studiază ca forme constituite în conexiunea 
fi derivabilitatea lor necesară şi nu sub aspectul mecanismului 
natural de constituire a lor [25 p. 230 — 231], Logica de tra¬ 
diţie aristotelică dispune de metodele ei specifice, care, la un 
loc, pot fi caracterizate drept un procedeu formal. Utilizarea 
acestui procedeu formal adecvat formelor de gîndire pe care 
ea le studiază, a permis logicii de tradiţie aristotelică să ajungă 
la o serie de concluzii specifice referitoare la cele mai generale 
dintre formele de gîndire. Dar atît în etapa investigării, cît şi 
în cea a expunerii teoriei, logica de tradiţie aristotelică nu 
ajunge la formalizare, la calcul logic şi aceasta ţine în primă 
instanţă de faptul că procedeul formal utilizat de ea nu este 
un procedeu total. Dar toate acestea nu trebuie înţelese ca o 
lipsă, ca o limitare, ca o insuficienţă a logicii de tradiţie aristo¬ 
telică ca dimensiune a ştiinţei logicii. Procedeul formal utili¬ 
zat de logica de tradiţie aristotelică nu este total prin rapor¬ 
tare la ştiinţa logicii în general, dar este total adecvat în raport 
cu principiile şi formele de gîndire care îi constituie obiectul 
de studiu. Ea nu se ridică pînă la limbaj formalizat, pînă la 
calcul logic nu datorită unei incapacităţi ce ar ţine de natura 
ei, ci pentru că aceste unelte sînt inadecvate obiectului ei. 
Pentru logica de tradiţie aristotelică rămîne un fapt defini¬ 
toriu că, atît în investigare, cît şi în expunerea teoriei logice, 
locul principal revine limbajului natural. în acest fel, logica 
de tradiţie aristotelică îşi are problemele ei specifice şi uneltele 
ei specifice. Ea ajunge la concluzii veritabile, sub aspectul 
valorii lor ştiinţifice şi rămîne drept logică formală neformali- 
zală. 

Logica simbolică în schimb se bazează pe o extindere comple¬ 
tă a procedeului formal, care, în cazul ei devine total. Aceasta 
îi permite să fundamenteze un calcul specific, asemănător 
calculului matematic, dar, totodată, deosebit de acesta prin 
semnificaţia şi prin finalitatea sa. Utilizarea unui procedeu 
formal total, al cărui prim semn este un limbaj formalizat, 
conduce logica simbolică la o mărire a domeniului de studiu, 
atît în lărgime, cît şi în adîncime, aspecte nu doar noi pentru 
logica de tradiţie aristotelică, dar şi imposibil de realizat pentru 
ea cu metodele care îi sînt specifice. Această lărgire şi adîncire 
a investigaţiei logice nu a putut avea drept rezultat anularea 
logicii de tradiţie aristotelică, căci dacă metodele acesteia din 


15 



urmă nu sînt capabile să ne conducă la aceleaşi rezultate cu 
logica simbolică, apoi nici logica simbolică, oricît de profundă 
şi de subtilă ar fi ea, nu reuşeşte să atingă acele aspecte pe 
care le teoretizează logica de tradiţie aristotelică. Logica sim¬ 
bolică studiază noi structuri logice şi încercările unor logicieni 
de a utiliza metodele ei în studiul unor structuri logice specifice 
logicii de tradiţie aristotelică, aşa cum a făcut J. Lukasiewicz 
cu silogismul aristotelic, nu au avut drept rezultat anularea 
logicii de tradiţie aristotelică, deşi nu s-au încheiat fără rezul¬ 
tate pentru domeniul logicii simbolice. Logica simbolică, ca 
întregire a teoriei demonstraţiei, se distinge de logica de tradi¬ 
ţie aristotelică, nu doar prin adaosul de probleme noi la fondul 
ştiinţei logicii, dar şi prin aceea că ea nu este numai logică 
formală, ci este şi formalizată. Dar natura obiectului lor, stu¬ 
diul principiilor care guvernează inferenţele indiferent dacă 
una studiază o categorie de inferenţe, iar cealaltă altele, uneşte 
şi nu desparte cele două discipline logice — logica de tradiţie 
aristotelică şi logica simbolică — în ştiinţa logicii. Ca dimen¬ 
siuni ale ştiinţei logicii unice, atît logica formală neformali¬ 
zată, cît şi logica formalizată, sînt chemate să răspundă unei 
categorii unice de probleme: calea prin care, pe baza unor 
propoziţii poate fi determinată valoarea de adevăr a altor 
propoziţii, mijlocul de a găsi unele propoziţii noi, pornind de 
la altele, sau a găsi propoziţiile din care decurg anumite pro¬ 
poziţii date [16 p. 9]. Aceste căi, aceste mijloace pot fi diferite 
în funcţie de natura propoziţiilor, de domeniul căruia ele îi 
aparţin şi de aici diversitatea tipurilor de inferenţă şi chiar 
pluralitatea logicii. Pentru logică însă această diversitate îşi 
află un punct comun în analiza condiţiilor de validitate ale 
acestor inferenţe. Aici îşi află raţiunea ştiinţa logicii ca teorie 
a demonstraţiei, ca studiu al argumentării. 

Această unitate de principiu a ştiinţei logicii nu exclude ci, 
dimpotrivă, presupune o veritabilă diversitate. Realizarea 
unitară a ştiinţei logicii ca finalitate cere studierea tuturor 
aspectelor posibile ale tuturor tipurilor de inferenţă. De aici 
rezultă nu numai diversitatea metodelor utilizate în investi¬ 
gare, dar şi diversitatea sistemelor logice în funcţie de domeniul 
concret de probleme căruia îi este dedicat fiecare dintre ele. 
Această diversitate de sisteme logice poate fi abordată din 
mai multe puncte de vedere. 0 primă distincţie, pe care am 
remarcat-o încă în discuţia de pînă acum, este cea dintre logica 
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de tradiţie aristotelică şi logica simbolică luată în ansamblul 
ei. Dar dacă ne vom opri atenţia, chiar numai în trecere, asu¬ 
pra logicii simbolice, vom constata o veritabilă bogăţie de 
„logici”. 

Cu scopul de a elimina pe cît posibil orice fel de ambiguităţi, 
atît în discuţia de acum, cît şi în cele ce urmează, adoptînd 
clasificarea lui R. J. Ackermann [1 p. 3—6] vom distinge 
mai întîi între o logică şi calculul asociat ei. In acest fel, o logică 
va fi alcătuită ca o mulţime de procedee pentru soluţionarea 
unei anumite categorii de probleme, cel puţin parţial prin 
intermediul interpretării şi al manipulării unui calcul formal 
asociat acestei logici. O logică va depinde totdeauna de anumite 
tehnici intuitive, pe cînd un calcul va fi definit ca un sistem 
formalizat a cărui construcţie poate fi lacută jîn întregime for¬ 
mal. în acest fel înţelese, calculele sînt neinterpretate, dar un 
calcul asociat cu o logică va fi totdeauna astfel construit ca 
el să poată primi cel puţin o interpretare folositoare pentru 
întrebuinţarea logicii în soluţionarea categoriei sale de proble¬ 
me. în această perspectivă, prin expresia de sistem logic vom 
înţelege ansamblul format dintr-o logică şi cel puţin un calcul 
asociat ei. în ceea ce priveşte noţiunea de calcul logic, ea se 
concretizează de cele mai multe ori printr-un sistem axiomatic, 
dar nu se exclude posibilitatea unui calcul de tipul deducţiei 
naturale [38 p. 74]. 

O altă distincţie, pe care o facem în continuare, are drept 
criteriu numărul de valori de adevăr adoptat de o anumită 
logică şi în consecinţă presupus de calculul asociat ei. în acest 
sens, vom distinge logica bivalentă de logica polivalentă în 
genere. 

Analiza logicilor polivalente impune însă o nouă distincţie. 
Astfel, putem constata, pe de o parte, sisteme logice polivalente 
care adoptă aceiaşi operatori ca şi sistemul logicii bivalente. 
Mai precis, identitatea constă în aceea că, dacă din matricile 
ce definesc operatorii unui astfel de sistem logic polivalent 
eliminăm valorile de adevăr nou introduse în raport cu logica 
bivalentă, vom obţine exact matricea aceluiaşi operator în 
cadrul sistemului bivalent. Un exemplu pentru un astfel de 
sistem logic polivalent este cel propus de J. Lukasiewicz şi 
A. Tarski în 1920 [1 p. 37]. Cu totul alta va fi situaţia dacă 
vom considera unul din sistemele logice cunoscute şi sub numele 
de sisteme de logică modală, propuse de C. I. Lewis. Fără a 
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trece cu vederea deosebirea ce se impune între sistemele mo¬ 
dale şi cele polivalente, urmărind criteriul mai sus adoptat, 
reamintim faptul că dacă oricare din calculele propuse de C. 
I. Letvis are o caracterizare axiomatică finită, nici unul din 
ele nu dispune de o caracterizare matricială finită, iar carac¬ 
terizarea matricială a operatorilor adoptaţi diferă esenţial 
de cea a aceloraşi operatori în sistemul logic bivalent. 

în baza celor discutate, vom numi logica bivalentă logică 
Standard, iar logicile polivalente care adoptă, în maniera ară¬ 
tată, operatorii logicii standard, vor fi numite logici polivalente 
standard. Orice logică, modală sau polivalentă, ai cărei opera¬ 
tori au o astfel de definiţie matricială care nu poate fi redusă, 
prin eliminarea valorilor suplimentare, la matriciîe operatori¬ 
lor din logica standard, va fi numită logică non-standard, 
modală sau polivalentă, după cum este cazul. 

Revenind la logica standard, vom consta ta chiar în interiorul 
ei nivele diferite ale analizei logice. Un prim nivel este cel al 
logicii propoziţiilor, căreia îi este asociat calculul propoziţio- 
nal, pe care noi îl vom numi în continuare CP. Al doilea nivel 
al logicii standard este constituit de logica predicatelor căreia 
i se asociază calculul funcţiona], numit de noi în continuare 
CF. Evident, logica standard mai include şi logica relaţiilor 
( LR ) şi logica claselor (LC) cu calculele corespunzătoare asociate 
lor, dar la aceste ultime două nivele nu vom face decît puţine 
referinţe în cuprinsul acestei lucrări. 

înainte de a încheia acest prim paragraf al introducerii, 
socotim necesar a preciza că, în cuprinsul lui, nu am intenţionat 
să dezvoltăm o analiză detaliată a problemelor majore adu¬ 
se în discuţie. Cînd spunem aceasta ne gîndim la chestiuni 
atît de delicate cum sînt cele referitoare la definiţia logicii sau 
cele care privesc raporturile dintre logică şi alte ştiinţe şi în 
primul rînd dintre logică şi matematică. Noi ne-am străduit 
în primul rînd să enunţăm, cîl mai clar posibil, punctul nostru 
de vedere asupra chestiunilor discutate şi aceasta numai în 
perspectiva celor ce urmează a fi dezvoltate în celelalte capito¬ 
le ale lucrării. Tot în acelaşi sens, în finalul acestui paragraf, 
cu scopul de a ne feri, în primul rînd pe noi înşine, de posibili¬ 
tatea unor exprimări neclare cînd ne vom referi la diferitele 
părţi ale ştiinţei logicii, ne-am permis să adoptam o anumită 
clasificare în cadrul universului atît de complex pe care îl 
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presupune logica contemporană. Evident, numele adoptate 
au doar semnificaţia unei convenţii şi nu încercăm să impunem 
clasificarea acceptată de noi ca definitivă. 


2. PRINCIPIUL DUALITĂŢI') IN GEOMETRIA PROIECTIVĂ 

în una din lucrările prin care şi-a înscris numele, alături 
de G. Boole, ca deschizător de drum în istoria modernă a 
logicii simbolice, Augustus De Morgan, într-o scurtă referinţă 
la principiul dualităţii, scria că acesta este mult mai familiar 
pentru matematicieni decît pentru logicieni [39 p. 126—127]. 
Cuvintele sale îşi păstrează şi astăzi deplină valabilitate, mai 
ales dacă ne gîndim la domeniul logicii de tradiţie aristotelică. 
Dacă în discuţia noastră anterioară privind raportul dintre 
logica simbolică şi logica de tradiţie aristotelică am fi simţit 
nevoia de a concretiza afirmaţia că logica simbolică a adus noi 
probleme în cîmpul de studiu al ştiinţei logicii, atunci cu sigu¬ 
ranţă că problema dualităţii ar fi fost un exemplu destul de 
bun. 

într-adevăr, aşa cum am mai afirmat, logicii simbolice 
îi revine meritul de a fi scos la lumină manifestările logice ale 
principiului dualităţii şi, după cum arăta W. Quine, se pare 
că primul autor care a acordat atenţie acestei chestiuni a fost 
E. Schroder în 1877. [44 p. 59]. 

Dar înainte de a fi studiat de către E. Schroder, principiul 
dualităţii a fost studiat în matematică, se pare, la început în 
geometria proiectivă şi apoi în algebră, cu precădere în algebrele 
booleene. Dacă este adevărat că principiul dualităţii a ieşit 
Ia lumină pentru prima oară în cadrul geometriei proiective, 
tot atît de adevărat pare să fie că astăzi, o expunere a conţi¬ 
nutului geometriei proiective este privită ca inseparabilă de 
principiul dualităţii. Prin urmare, dacă încercăm o referinţă 
la istoria descoperirii şi cercetării principiului dualităţii, nu 
am putea ocoli această ramură a matematicii. Ne propunem 
deci, fără a intra însă în prea multe detalii tehnice, să încercăm 
să desprindem felul în care principiul dualităţii se manifestă 
în geometria proiectivă. Deşi lucrarea intenţionează să prezinte 
manifestările logice ale principiului dualităţii, considerăm aceas¬ 
tă paranteză necesară şi nu numai din dorinţa de a încerca 
să schiţăm o istorie a studiului dualităţii, ci mai ales din aceea 


19 



dc a cîştiga cîteva elemente pe baza cărora să putem discuta 
mai tîrziu despre manifestări diverse ale dualităţii. 

Geometria plană, datorată în special primelor 6 cărţi ale 
Elementelor lui Euclid, poate fi caracterizată ca o geome¬ 
trie a dreptelor şi a cercurilor. Uneltele ei de lucru sînt rigla 
şi compasul. Geometria iniţiată de Euclid corespunde intr-o 
măsură destul de mare numelui originar de „geometrie” — 
măsurarea pămintului — în sensul că pentru ea este caracteris¬ 
tic a măsura unghiurile şi distanţele. De asemenea, un 
fapt fundamental pentru geometria plană este ideea paralelis¬ 
mului. 

în sensul în care a fost descrisă geometria plană, calea spre 
geometria proiectivă a fost deschisă de geometrul danez 
Georg Mohr (1640—1697) şi de geometrul italian Lorenzo 
Mascheroni (1750 —1800), care au construit un sistem geometric 
din care au eliminat rigla [5 p. 208], Deşi pe calea unei pro¬ 
ceduri destul de complicate, ei au arătat că, date fiind punctele 
A, B, C, D este posibil a construi punctul unde dreptele AB 
şi CD se întîlnesc. 

O primă caracteristică a geometriei proiective este aceea 
de a elimina compasul şi de a păstra ca unealtă de lucru numai 
rigla. Acest fapt are drept consecinţe eliminarea conceptelor 
de unghi, distanţă şi paralelism. Geometria proiectivă, ca geo¬ 
metrie a riglei, nu măsoară distanţele dintre puncte şi nici 
unghiurile dintre drepte, în plus ea nu admite ideea ca două 
drepte să nu se intilnească şi astfel elimină ideea paralelismului. 
După cum susţine H. S. M. Coxeter, unul din autorii pe care 
ne bazăm în elaborarea acestui paragraf, construcţia deduc¬ 
tivă a geometriei proiective întîlneşte opera lui Euclid numai 
în spirit, dar nu şi în detaliu [14 p. 1 ]. 

Dintre ideile fundamentale ale geometriei proiective, urmînd 
cele spuse de H. S. M. Coxeter [14 J şi H. G. Forder [18], 
reamintim pe cele de „punct”, „dreaptă”, „colinearitate” şi 
„concurenţă”. în mod firesc, punctul este gîndit ca o „poziţie 
fără mărime”, sau ca un „Ioc infinitesimal” reprezentat într-o 
diagramă printr-un punct material (grafic). Prin dreaptă se 
înţelege o linie dreaptă de o întindere nelimitată. Orice număr 
de puncte ce stau pe o dreaptă sînt numite colineare. Orice 
număr de drepte ce trec printr-un punct sînt numite concurente. 
Orice număr de puncte şi drepte aşezate în acelaşi plan sînt 
numite coplane. Pornind de la aceste concepte de bază şi presu- 
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punînd că două drepte coplane se întâlnesc totdeauna, se obţi¬ 
ne un sistem de propoziţii care este tot atât de consistent, 
din punct de vedere logic, ca şi sistemul Iui Euclid. [14 p. 1 ]. 

Evident, o tratare axiomatică a geometriei proiective, aşa 
cum o prezintă printre alţii A. Heyting [23 ], sau R. L. 
Goodstein şi E, J. F. Primrose [19], implică, în plus, o serie 
de concepte logice, începînd cu cele obişnuite de axiomă, 
teoremă, deducţie şi continuînd cu cele de conjuncţie a două 
teoreme, disjuncţie a două teoreme, implicaţie, negaţie etc. 

[18 p. 56]. La fel, înţelegând dreapta ca o clasă de puncte 
şi punctul ca un element al acestei clase, tratarea strict deduc¬ 
tivă a geometriei proiective implică şi alte concepte logice de 
la nivelul logicii claselor şi cel al logicii relaţiilor şi aceasta chiar 
dacă pentru construcţia formală a geometriei proiective se 
utilizează un model algebric, aşa cum propune A. Heyting 
în lucrarea mai sus citată. 

După cum am mai arătat, nu intenţionăm să prezentăm în 
detaliu conţinutul geometriei proiective şi nici problema fun¬ 
damentelor ei logice. Dorim doar să desprindem, pe scurt, 
felul în care geometria proiectivă presupune în construcţia ei 
principiul dualităţii. Preluînd informaţiile de ordin istoric 
oferite de H. S. M. Coxeter, geometrul francez Poncelet 
susţine acest principiu ca propria sa descoperire, dar natura 
sa a fost mai clar înţeleasă de către J. D. Gergonne (1771 — 
1859) [14 p. 4]. 

Referindu-se la legătura dintre acest principiu şi geome¬ 
tria proiectivă, E. A. Maxwell spunea că cititorul unei cărţi 
de geometrie proiectivă trebuie să se familiarizeze, cît mai 
devreme posibil, cu ideea de dualitate şi cu folosirea drep¬ 
telor coordonate [36 p. 11], Urmînd indicaţiile aceluiaşi 
autor, putem afirma că ideea de dualitate din geometria 
proiectivă este bazată pe similaritatea dintre proprietăţile 
punctelor în legătură cu dreptele şi ale dreptelor în legătură 
cu punctele. In acest sens se poate spune că principiul duali¬ 
tăţii este legat de conceptele de bază ale geometriei proiective 
şi în consecinţă, pentru un astfel de tratat, enunţarea lui se 
impune de la început. Astfel, R. L. Goodstein şi E. J. F. 
Primrose, enunţînd postulatele de la care ei pornesc la con¬ 
strucţia axiomatică a geometriei proiective: 

(A x ) = în orice teoremă sau demonstraţie putem introduce 
cît de multe puncte şi drepte, cîte dorim; 
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(A 2 ) = Există una şi numai o singură dreaptă care stă pe 
două puncte date; 

( A 3 ) = Există un punct şi numai unul care stă pe două drepte 
date; 

arată că principiul dualităţii constă aici din aceea că înlocuind 
în convenţiile (A x ), (A 2 ) şi (A s ) termenul „punct” prin ter¬ 
menul „dreaptă” şi termenul „dreaptă” prin termenul „punct”, 
enunţurile sînt, ca întreg, nealterate; numai ordinea enunţu¬ 
rilor este schimbată* [19 p. 2]. Deşi se poate observa că exis¬ 
tă anumite modificări în ceea ce priveşte modalitatea de enun¬ 
ţare a postulatelor geometriei proiective de către autori dife¬ 
riţi şi deci în felul de a pune în evidenţă existenţa principiului 
dualităţii — de exemplu E. A. Maxwell dă următoarea pere¬ 
che de enunţuri: (1) Două puncte determină o dreaptă; (2) 
Două drepte determină un punct; — ceea ce este esenţial pen¬ 
tru principiul dualităţii rămâne nealterat. 

Dacă ne referim nu numai la simpla sa existenţă, aşa cum 
ea a fost indicată imediat mai sus, ci şi la folosirea principiu¬ 
lui dualităţii în contextul geometriei proiective, atunci în con¬ 
formitate cu R. L. Goodstedn şi E. J. F. Primrose, putem 
spune că, din orice propoziţie şi demonstraţia sa, geometrul 
poate obţine o altă propoziţie demonstrată, în mod simplu, 
numai prin operarea schimbărilor cerute de principiul duali¬ 
tăţii. In cadrul geometriei proiective, un singur argument este 
suficient pentru a demonstra două propoziţii şi aceasta este 
posibil în virtutea a ceea ce se numeşte principiul dualităţii 
[19 p. 2], 

Cu scopul de a oferi o serie de exemple privind folosirea 
principiului dualităţii în geometria proiectivă, am ales, după 
H. G. Forder [18], realizarea unei proiecţii. Astfel, presu¬ 
punem că O, A, B şi C sînt puncte colineare şi că l este o dreap¬ 
tă prin 0, distinctă de dreapta OA. Dacă P este un punct 
situat în afara oricăreia din dreptele date şi dacă dreptele 
PA, PB ,■ PC , întîlnesc dreapta l în punctele A', B' şi C', 
atunci spunem că şirul punctelor A, B, C este perspectiva şi- 


* Menţionăm că enunţurile (A 2 ) şi ( A 3 ) pot primi o traducere pur logică 
(16 a p. 214—215). Reţinem această eventualitate atît pentru legătura 
dintre conceptul matematic şi cel logic de dualitate, cît şi în vederea distruc- 
ţiei dintre termeni duali — în matematică şi operatori duali — în logică. 
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rului A', B', C'. Figura (1) reprezintă grafic cele spuse mai sus. 
Dualul construcţiei din figura (1) este redat prin figura (2), 
după cum urmează: 


P 


Figura 1. 


O 

A B 

în mod dual se presupune că o, a, b şi c sînt drepte concuren¬ 
te şi L este un punct pe dreapta o, dar distinct faţă de dreapta 
oa. Dacă p este o dreaptă ce nu trece prin nici unul din punctele 
date şi dacă punctele p.a, p.b şi p.c atunci cînd sînt unite cu 
punctul L dau dreptele o', b' şi c', spunem că fascicolul drepte¬ 
lor a, b şi c este perspectivă a fascicolului o', b' şi c'. Impli¬ 
carea principiului dualităţii aici poate fi remarcată cu uşu¬ 
rinţă. Astfel, dacă pornim de la construcţia grafică din figura 
(1), pe baza principiului dualităţii, aşa cum a fost enunţat 
anterior, putem deriva construcţia grafică din figura (2). 



Figura 2. 



Pentru aceasta este suficient ca în descrierea construcţiei gra¬ 
fice din figura (1) să schimbăm termenii „dreaptă” cu „punct” 
şi „punct” cu „dreaptă” şi să operăm, evident, toate celelalte 
schimbări care derivă de aici, ca de exemplu schimbarea dintre 
termenii „şir” şi „fascicol”. Este evident că în acelaşi fel am 
putea obţine descrierea figurii|(l) pornind de la figura (2). 
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Expunerea geometriei proiective conţine o mulţime de enun¬ 
ţuri duale, care, după cum propune H. S. M. Coxeter, pot 
fi ordonate în coloane paralele. Iată un exemplu: 


Dacă patru puncte dintr-un 
plan sînt unite prin şase 
drepte distincte, ele sînt nu¬ 
mite virfurile unui patrulater 
complet, iar dreptele conside¬ 
rate se spune a fi cele şase 
laturi ale sale. 

Două laturi se spune a fi 
opuse, dacă punctul lor co¬ 
mun nu este unul din vîrfu- 
rile patrulaterului. Punctul 
comun pentru două laturi 
opuse este numit punct dia¬ 
gonal. Există trei puncte dia¬ 
gonale. în figura (3) patru¬ 
laterul este PQRS, laturile sale 
sînt: 

PS, QS, RS, 

QR, RP, PQ, 

iar punctele sale diagonale 
sînt: A, B şi C 

Cele două diagrame din figura 
ţuri: 


C 



Dacă patru drepte dintr-un 
plan se întîlnesc perechi în 
şase puncte distincte, ele sînt 
numite laturile unei figuri 
geometrice cu patru unghiuri 
complete, iar punctele consi¬ 
derate sînt cele şase v ir furi 
ale sale. 

Două vîrfuri se spune a fi 
opuse dacă întîlnirea lor nu 
este o latură. Unirea a două 
vîrfuri opuse este numită 
dreaptă diagonală. 

Există trei drepte diagonale, 
în figura (3), figura geometri¬ 
că cu patru unghiuri este pqrs, 
virfurile sale sînt : 

p. s, q.s , r.s, 

q. r, r.p., , p.q 

iar dreptele 6ale diagonale 
sînt: o, 6 şi c 


(3) concretizează aceste enun- 



24 



In mod cu totul analog exemplului anterior putem spune că 
diagramele cuprinse de figura (3) sînt duale, iar derivabilita- 
tea lor reciprocă se poate realiza dacă luăm în consideraţie 
schimbarea termenilor subliniaţi în cadrul enunţurilor (duale 
la rîndul lor) care descriu aceste diagrame. 

în cadrul geometriei proiective, principiul dualităţii îşi 
manifestă de asemenea prezenţa şi utilitatea la nivelul teore¬ 
melor astfel încît, fiecărei teoreme îi corespunde o teoremă 
duală. Întrucît însă, această chestiune este o urmare firească 
a axiomelor geometriei proiective, fapt care a putut fi remarcat 
atunci cînd am reprodus postulatele asumate de R. L. Good- 
stein şi E. J. F. Primrose şi dat fiind contextul în care se 
înscrie lucrarea noastră, socotim a nu fi necesar să oferim şi 
alte exemple. 

înainte însă de a încheia acest ultim paragraf al introducerii, 
este important în perspectiva dezvoltării ulterioare a lucrării 
să remarcăm un caz special de manifestare a principiului duali¬ 
tăţii în geometria proiectivă. Este vorba de aşa-numiţii „auto- 
duali”. Astfel, în cazul geometriei proiective plane exemplul 
de autodual cel mai des citat este cel al triunghiului. 

Trebuie semnalat totodată că principiul dualităţii îşi con¬ 
servă toate calităţile şi dacă se trece de la geometria proiec¬ 
tivă plană la geometria proiectivă în spaţiu, cu singura modifi¬ 
care că, aşa cum arată H. G. Forder, în spaţiul proiectiv de 
trei dimensiuni punctul şi planul sînt elemente duale, iar dreapta 
este propriul său dual. în consecinţă, dacă în orice teoremă 
adevărată sau demonstraţie validă, schimbăm între ei termenii 
punct şi plan şi operăm toate celelalte schimbări ce urmează 
din aceasta — ca de exemplu schimbăm propoziţia „punctele 
stau pe o dreaptă” cu propoziţia „planurile trec prinţr-o dreap¬ 
tă” — atunci teorema astfel obţinută este adevărată, iar de¬ 
monstraţia corespunzătoare ei este validă [18 p. 79]. 

Aşa cum arătam chiar la începutul acestui paragraf, pe care, 
într-un anume sens, l-am socotit doar o paranteză în contex¬ 
tul lucrării noastre, ne-am oprit asupra principiului dualităţii 
în geometria proiectivă numai în sensul că aici, principiul 
dualităţii a fost probabil pentru prima dată studiat şi aplicat 
în construcţia unei teorii formalizate. 

în ceea ce priveşte un eventual cîştig pentru dezvoltarea 
ulterioară a lucrării, considerăm pentru moment semnificativ 
să remarcăm cîteva idei ce ni se par implicate în conţinutul 
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acestui paragraf. Prima observaţie ar fi aceea că principiul 
dualităţii poate fi sesizat, de obicei, prin compararea a două 
enunţuri astfel alcătuite încît cel de al doilea poate fi obţinut 
din primul pe baza anumitor schimbări. Trecerea de la unul 
din aceste enunţuri la celălalt, în baza principiului dualităţii 
se realizează efectiv într-o relaţie de simetrie între cele două 
enunţuri. în al doilea rînd, ca un caz special de manifestare 
a principiului dualităţii, am constatat că în unele cazuri, dualul 
unui element nu este distinct faţă de acest element şi în acest 
caz, nu vorbim de două entităţi aflate în raport de dualitate, 
ci de auto-duali. Această situaţie particulară o vom regăsi şi 
la nivelul logicii formale. în al treilea rînd, analiza principiu¬ 
lui dualităţii în|geometria proiectivă ne-a permis să desprin¬ 
dem şi posibilitatea unei dimensiuni operaţionale a principiu¬ 
lui dualităţii. Această posibilitate, manifestată sub două 
aspecte, deschide o perspectivă spre o utilizare, probabil chiar 
practic-nemijlocită, a studiului principiului dualităţii. Primul 
aspect ţine de faptul că, dată fiind o teoremă a geometriei 
proiective, cu ajutorul principiului dualităţii, poate fi deri¬ 
vată în mod simplu o nouă teoremă, validă şi ea dacă prima 
a fost validă. Al doilea aspect al acestei dimensiuni operaţio¬ 
nale constă în aceea că, dacă a fost efectuată demonstraţia 
uneia din cele două teoreme şi dacă s-a dovedit că această 
demonstraţie este validă, atunci tot principiul dualităţii ne 
ajută să construim în mod simplu şi demonstraţia validă a 
celeilalte teoreme. Fără îndoială că o astfel de perspectivă su¬ 
gerată de prezentarea principiului dualităţii în geometria 
proiectivă prezintă destul interes în cadrul teoriei logice pentru 
ca să revenim asupra ei în capitolele următoare. 

Credem că cele prezentate pînă acum cu privire la existenţa 
principiului dualităţii în geometria proiectivă sînt suficiente 
în contextul lucrării. în raport cu cele de mai sus, conţinutul 
acestui paragraf ne permite să conchidem că studiul principiu¬ 
lui dualităţii are o istorie mai îndelungată decît aceea pe care 
i-o consemnează istoria logicii. Pe de altă parte, faptul că ne¬ 
am oprit asupra unor aspecte ale principiului dualităţii numai 
în geometria proiectivă, e adevărat într-o manieră destul de 
sumară, nu vrea să însemne că în afara logicii acesta ar fi sin¬ 
gurul domeniu în care acest principiu îşi manifestă prezenţa. 
Implicarea lui în matematică şi, pe baza unor autori [9], 
[17], [52] se pare că nu numai acolo, este mult mai adîncă. 
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Fără îndoială că cl este cunoscut, în primul rînd, ca un princi¬ 
piu al algebrei booleene, aşa cum noi am putut constata din 
consultarea unor lucrări, cum ar fi cele datorate lui F. E. 
Whitesitt [53] sau lui P. R. Halmos [22], dar dacă luăm în 
consideraţie lucrări ca cele datorate lui A. Heyting [23 ] 
şi Leinhold Baer [3], am putea constata că aplicaţiile princi¬ 
piului dualităţii au o mult mai mare extensiune în algebră. 
Dar dacă principiul dualităţii are o atît de largă arie de mani¬ 
festare în matematică, este firesc, aşa cum spunea Augustus 
De Morgan, ca el să fie familiar matematicienilor. în cele ce 
urmează însă vom încerca să desprindem cîteva aspecte privind 
logica principiului dualităţii. 



I 


DUALITATEA ÎN LOGICA STANDARD 


Locul în care au fost descoperite şi studiate manifestările 
logice ale principiului dualităţii, aşa cum confirmă majorita¬ 
tea autorilor, este logica standard. După cum am convenit 
încă din primul paragraf al introducerii, o caracteristică defi¬ 
nitorie a logicii standard este aceea că, la acest nivel, teoria 
logică se fundamentează pe recunoaşterea a numai două valori 
de adevăr — valoarea de adevăr adevăr (denotată în cele ce 
urmează de cifra „1”) şi valoarea de adevăr fals (denotată în 
continuare prin cifra „0”). 


1. CHESTIUNII PRELIMINARE 

După cum arată R. J. Ackermann, introducerea unor valori 
de adevăr suplimentare şi în consecinţă construirea logicilor 
polivalente a pornit de la respingerea de către unii logicieni 
a criteriului validităţii acreditat de logica standard, în sensul 
că acest criteriu ar fi prea larg şi ca atare insuficient de riguros 
[1 p. 69]. Deşi nu totdeauna construirea unei logici poli¬ 
valente are ca punct de plecare expres tocmai chestiunea dis¬ 
cutată, fără îndoială că existenţa unei veritabile multiplici¬ 
tăţi de sisteme logice polivalente consistente, standard sau 
non-standard, dovedeşte că logica standard nu reprezintă 
decît un fragment din ceea ce se poate înţelege astăzi prin ter¬ 
menul de logică simbolică. 

în ceea ce priveşte analiza principiului dualităţii pe care o 
intenţionăm în cele ce urmează, ne vom limita atenţia, în cea 
mai mare parte, la logica standard. Evident, nu vom exclude 
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referinţe Ia logicile polivalente standard sau non-standard, 
dar socotind că alcătuirea acestor din urmă sisteme, chiar dacă 
exclude posibilitatea unor prea mari apropieri, presupune o 
permanentă comparaţie cu logica standard, credem că analiza 
dualităţii în cadrul bivalenţei ne va permite desprinderea unor 
aspecte fundamentale ale acestui tip de relaţie. în plus, în 
cadrul logicii standard, vom da prioritate logicii propoziţiilor 
şi calculului asociat ei. 

Prin urmare, limitînd numărul valorilor de adevăr ce pot 
fi desemnate de către variabilele propoziţionale la numai două, 
1 şi 0, vom putea distinge, în cadrul CP, 16 funcţii de adevăr 
bi-membre. Astfel, dacă scriem „(v v v 2 , v 3 , v 4 )pq” pentru o 
funcţie de adevăr al cărei operator conectează variabilele 
propoziţionale p şi q, c 1 fiind valoarea acestei funcţii cînd p = 1 
şi 3 = 1, t> 2 — valoarea funcţiei cînd p = 1 şi g = 0, t> 3 — 
valoarea funcţiei cînd p = 0 şi g = 1, iar u 4 — valoarea ace¬ 
leiaşi funcţii pentru cazul în care p = 0 şi g = 0, vor fi posibi¬ 
le următoarele funcţii de adevăr: 

( 1) (1, 1, 1, l)jpg = Vpq 

( 2) (1, 1, 1, 0)pq = Apq 

( 3) (1, 1, 0, l)pq = Bpq 

( 4) (1, 0, 1, l)pq = Cpq 

( 5) (0, 1, 1, l)pq = Dpq 

( 6) (1, 0, 0, l)pq = Epq 

( 7) (0, 0, 1, l)pq = Fpq 

( 8) (0, 1, 0, l)pq = Gpq 

( 9) (1, 0, 1, 0 )pq = Hpq 

(10) (1, 1, 0, 0)pq = Ipq 

(11) (0, 1, 1, 0)pq =Jpq 

(12) (1, 0, 0, 0)pq = Kpq 

(13) (0, 1, 0, 0)pq = Lpq 

(14) (0, 0, 1, 0)pq =-■ Mpq 

(15) (0, 0, 0, l)pg = Xpq 

(16) (0, 0, 0, 0)pq = Opq 

Tabelul 1 

Dacă în cadrul tabelului nr. 1 tragem o linie între rîndurile 
(8) şi (9), astfel încît obţinem două părţi egale, prin numărul 
de funcţii de adevăr cuprinse în fiecare în parte, vom putea 
remarca cu uşurinţă că, fiecărui operator din prima jumătate 
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a tabelului — de la numărul (1) la (8) inclusiv — îi corespunde 
în cea de a doua jumătate — de la numărul (9) la (16) inclusiv 
— într-o poziţie simetrică, un alt operator, un fel de comple¬ 
mentar al primului. Astfel, fiecărei valori de adevăr 1 la func¬ 
ţia de adevăr din prima jumătate îi corespunde valoarea de 
adevăr 0 la funcţia de adevăr din cea de a doua jumătate a 
tabelului nr. 1 şi vice-versa. De aici rezultă existenţa unui al 
17-lea operator, negaţia, definită după cum urmează: 

NI = 0 
NO — 1 

adică, negaţia unui enunţ adevărat este falsă, iar negaţia unui 
enunţ fals este adevărată. 

într-o caracterizare destul de largă, cel puţin două aspecte 
deosebesc negaţia de ceilalţi 16 operatori ai CP. Astfel, dacă 
oricare dintre cei 16 operatori menţionaţi explicit în tabelul 
nr. 1 presupunea, pentru construirea unei funcţii de adevăr, 
sau mai bine zis, pentru a alcătui o formulă bine formată (fbf), 
două elemente, în cazul nostru două variabile proporţionale, 
negaţia cere, în acelaşi scop, un singur element. Din acest 
punct de vedere, fiecare din cei 16 operatori ai CP exprimaţi 
în mod direct prin tabelul de mai sus, poate fi definit ca un 
operator binar. In schimb, aşa după cum rezultă din cele spuse, 
negaţia este un operator monar. Al doilea, operatorul negaţie 
nu apare exprimat direct în tabelul nr. 1, aşa cum este cazul 
oricăruia din ceilalţi 16 operatori. Explicaţia celei de a doua 
particularităţi a negaţiei ţine de prima şi anume, tabelul nr. 
1, prin modalitatea sa de alcătuire, fiind expresie a operato¬ 
rilor binari ai CP, nu poate oferi în mod direct un operator 
monar, aşa cum este negaţia. Operatorul negaţie este implicat 
în tabelul nr. 1 ca operator al CP, dar definiţia sa devine expli¬ 
cită printr-o operaţie de comparaţie între funcţiile de adevăr 
ce îşi află manifestarea directă în cadrul tabelului considerat, 
în aceste două puncte de deosebire ale negaţiei faţă de ceilalţi 
operatori ai CP, vom găsi două puncte de asemănare între ne¬ 
gaţie şi dualitate. 

în cele ce urmează, prin termenul dualitate vom înţelege, 
pe de o parte, o relaţie — în sensul în care ea a fost definită în 
introducere, dar pe de altă parte, vom înţelege şi o operaţie 
logică. Vom spune că avem o relaţie în sensul unui raport 
existent, dat, între două funcţii logice, pe care le vom numi 
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duale. Vom spune că avem o operaţie atunci cînd, folosind 
definiţia relaţiei de dualitate, vom pleca de la o funcţie de ade¬ 
văr dată şi vom construi o nouă funcţie de adevăr, duala celei 
dinţii. Pentru acest al doilea înţeles socotim că este preferabil 
ca în locul numelui dualitate să folosim numele dualizare. 

Dar înainte de a prezenta alte detalii privind modul în care 
noi înţelegem şi explicăm dualitatea, din punctul de vedere 
al teoriei logice, se impune a ne opri asupra felului în care prin¬ 
cipiul dualităţii a fost înţeles şi prezentat de diferiţi logicieni. 


2. DOUĂ DEFINIŢII ALE DUALITĂŢII 

După cum afirmam chiar la începutul lucrării, nu toţi logi¬ 
cienii contemporani au acordat atenţie principiului dualităţii 
în cadrul cercetărilor lor. Cu toate acestea, pot fi remarcate 
cel puţin două moduri oarecum diferite de a înţelege şi deci 
de a defini dualitatea. 

Un prim fel de a defini dualitatea îl întîlnim în lucrările 
lui Willard van Orman Quine [44] şi [45]. Urmînd spusele 
sale, putem afirma că autorul citat leagă ideea de dualitate 
de complementaritatea existentă între cele două valori de 
adevăr admise de logica standard [44 p. 59—63]. într-adevăr, 
el defineşte două scheme logice drept duale , atunci cînd defi¬ 
niţia matricială a celei de a doua a fost obţinută din definiţia 
matricială a primei scheme, prin schimbarea în cadrul acesteia 
a oricărei apariţii a valorii de adevăr 1 cu valoarea de adevăr 
0 şi punînd pentru orice apariţie a valorii de adevăr 0 valoarea 
de adevăr 1. în acest fel, dacă pornim de la definiţia matricială 
a conjuncţiei, exprimată prin matricea (M 12.1) şi operăm 
toate schimbările cerute, vom obţine definiţia matricială a 
disjuncţiei neexclusive (pe care în continuare o vom numi sim¬ 
plu „ disjuncţie ”), redată de matricea (M 12.2). De aici se poate 
considera că cele două funcţii de adevăr, conjuncţia şi disjunc- 
ţia, sînt funcţii duale. 


p i 

Kpq 

pq 

Apq 

1 1 

1 

00 

0 

1 0 

0 

01 

1 
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0 
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1 
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0 
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1 


(M.12.1) (M.12.2) 
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Aplicînd acelaşi procedeu în cazul fiecărui operator al CP 
înscris, în mod explicit, în tabelul nr. 1, vom putea determina 
fiecare pereche de operatori duali ai CP, aşa cum rezultă din 
tabelul nr. 2, în care operatorii duali sînt aşezaţi pe acelaşi 
rînd: 


(1) 

(1. 

1, 

1, 

l)pq = 

= V P1 • 

.. (16) 

(0, 

0, 

0, 

o )pq = 

= Opq 

( 2) 

(1. 

1, 

1, 

0)pq = 

= Apq . 

.. (12) 

(1, 

0, 

0, 

o )pq = 

= k p<i 

( 3) 

(1. 

1, 

0, 

l)pq = 

= B pq . 

.. (13) 

(0, 

1, 

0, 

0)pq = 

= Lpq 

( 4) 

(1. 

0, 

1, 

l)pq = 

= Cpq 

.. (14) 

(0, 

0, 

1, 

o )pq = 

- Mpq 

( 5) 

(0, 

1, 

1, 

l)pq = 

= Dpq . 

.. (15) 

(0, 

0, 

0, 

l)pq = 

~ Xpq 

( 6) 

(1. 

0, 

0, 

l)pq = 

= E M ■ 

.. (11) 

(0, 

1, 

1, 

0)pq = 

= Jpq 

( 7) 

(0, 

0, 

1, 

l)pq = 

= F P<1 • 

.. ( 7) 

(0, 

0, 

1, 

i )pq = 

= f pi 

( 8) 

(0, 

1, 

0, 

l)pq = 

= Gpq . 

.. ( 8) 

(0, 

1, 

0, 

l)pq = 

= G pq 

( 9) 

(1. 

0, 

1, 

0 )pq = 

= Hpq 

• ■ ( 9) 

(1. 

0, 

1, 

0)pq = 

= Hpq 

(10) 

(1, 

1, 

0, 

o )pq = 

= IpQ 

• • (io) 

(1- 

1, 

0, 

0)pq = 

= Ipq 


Tabelul 2 

Trebuie menţionat că, spre deosebire de alţi autori care accep¬ 
tă aceeaşi definiţie a dualităţii, W. Quine nu indică perechile 
de operatori duali ai CP, după modelul tabelului nr. 2, deşi 
construcţia tabelului este implicată în definiţia pe care el a 
dat-o dualităţii.* 

Folosindu-se de exemplul relaţiei de dualitate dintre con¬ 
juncţie şi disjuncţie, W. Quine, în continuarea analizei pe care 
o întreprinde asupra principiului dualităţii şi a implicaţiilor 
sale pentru CP şi CF, propune ca orice funcţie de adevăr alcă¬ 
tuită prin intermediul altor operatori binari decît conjuncţia 
şi disjuncţia să fie tradusă în termenii conjuncţiei şi negaţiei 
sau in cei ai disjuncţiei şi negaţiei. în consecinţă, la W. Quine 
discuţia despre dualitate are loc în înţelesul de dualitate între 
conjuncţie şi disjuncţie. Tocmai pe această bază W. Quine 
enunţă prima lege a dualităţii în sensul că, dată fiind o schemă 
oarecare S, care nu conţine nici o apariţie a altui operator 
binar în afară de conjuncţie sau disjuncţie, rezultatul schimbării 


* Menţionăm în acest sens că M. Tîrnoveanu indică un astfel de tabel 
al operatorilor duali şi în continuare reduce operaţia de dualizare la numai 
schimbarea reciprocă a operatorilor duali [51 p. 304]. 
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dintre conjuncţie şi disjuncţie şi invers, va fi o nouă schemă 
S', care este dualul schemei S. 

Ca o consecinţă firească a definiţiei dualităţii pe care a accep- 
tat-o, W. Quine distinge cazul unor expresii auto-duale. Prin¬ 
tre exemplele de scheme auto-duale pe care le oferă, W. Quine 
citează cazul formulelor „iVp” şi „p”. Cel puţin primul exem¬ 
plu sprijină afirmaţia noastră anterioară după care definiţia 
dată de W. Quine dualităţii implică existenţa perechilor de 
operatori duali şi deci faptul că analiza principiului dualităţii 
în cadrul CP poate ocoli reducerea la numai acele scheme logice 
care cuprind doar apariţii ale conjuncţiei şi a disjuncţiei; 
oricum, trebuie acceptat în „IV” un operator al CP, altul decît 
conjuncţia sau disjuncţia. Evident, aceasta nu înseamnă prea 
mult, căci este firesc ca o schemă alcătuită cu ajutorul con¬ 
juncţiei şi disjuncţiei să cuprindă şi apariţii ale negaţiei, mai 
ales atunci cînd schema considerată este traducerea în limbajul 
conjuncţiei sau disjuncţiei a unei alte scheme alcătuită cu aju¬ 
torul oricărui alt operator al C,P. Noi ne-am referit la această 
chestiune doar pentru a remarca posibilitatea unei generali¬ 
zări în analiza principiului dualităţii în logica standard, posi¬ 
bilitate cuprinsă în definiţia lui W. Quine, dar neluată în consi¬ 
deraţie de acesta, dat fiind faptul că în lucrarea citată el se 
ocupă de ideea de dualitate în legătură cu un sistem logic 
fundamentat pe conjuncţie, disjuncţie şi negaţie. 

De fapt, tocmai acest lucru este, într-un anume fel, susţinut 
şi de W. Quine atunci cînd enunţă cea de a doua lege a duali¬ 
tăţii, prin care el indică de fapt un alt procedeu de a obţine 
dualul unei scheme date, fără a presupune o eliminare preli¬ 
minară a implicaţiei, echivalenţei sau a oricărui alt operator 
binar al CP. Enunţul acestui nou procedeu de obţinere a dualului 
unei scheme date constă în aceea că oricare ar fi schema .5 
considerată, dacă negăm fiecare variabilă prepoziţională 
intră in alcătuirea schemei S, cit şi schema S în întregul ci, 
obţinem o nouă schemă S' care este dualul schemei S. Această 
a doua lege a dualităţii este în mod evident legată de definiţia 
dată iniţial dualităţii şi o consecinţă imediată a ei este faptul 
că dezvăluie în cunoscutele legi ale lui Augustus De Morgan 
exemple evidente de manifestare a principiului dualităţii. 
Acest fapt devine, evident dacă amintim că prima lege a duali¬ 
tăţii indică dc fapt un procedeu de obţinere a schemei dualc. 
dată fiind o schemă oarecare. Cea de a doua lege indică un alt 
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procedeu dedicat aceluiaşi scop. Prin urmare, rezultatul para¬ 
lel al celor două procedee nu ar fi doi duaii, în adevăratul sens 
al cuvîntului, ci două forme de expresie a aceluiaşi dual. 

în mod consecvent, definiţia dată iniţial impune cea de a 
treia lege a dualităţii enunţată de W. Quine, şi anume, că 
dacă schema S este o schemă validă, atunci dualul ei va fi 
o schemă inconsistentă. 

în sfîrşit, W. Quine finalizează expunerea proprietăţilor 
formale ale dualităţii enunţînd ultimele două legi. Prima din¬ 
tre acestea, numită de el cea de a patra lege a dualităţii şi 
cunoscută si sub numele de principiul dualităţii pentru implica¬ 
ţie [12 p. 108 ], arată că dacă o schemă S 1 implică o altă sche¬ 
mă S 2 , atunci dualul schemei S 2 , fie el S 2 , implică dualul sche¬ 
mei S 15 adică . Ultima lege, adică cea de a cincea lege a 
dualităţii dată de W. Quine, numită şi principiul dualităţii 
pentru echivalenţă, constă în aceea că două scheme S 1 şi S 2 
sînt echivalente, dacă şi numai dacă duaîele lor sînt echiva¬ 
lente. 

Enunţarea celor cinci legi ale dualităţii îi permite lui W. 
Quine, în finalul paragrafului prezentat de noi aici, să indice 
o serie de exemple concrete de aplicare a principiului duali¬ 
tăţii, aplicaţii în cadrul cărora un rol preponderent revine 
ultimelor două legi. Aceste exemple se referă atît la formele 
normale, cît şi Ia posibilitatea de a obţine, în mod simplu, 
cu ajutorul principiului dualităţii, noi legi logice din altele 
deja demonstrate. Analiza pe care a făcut-o principiului duali¬ 
tăţii îi permite totodată lui W. Quine să ofere şi o indicaţie 
privind extinderea aplicaţiilor acestui principiu şi dincolo 
de graniţele ştiinţei logicii. Această indicaţie devine fapt atunci 
cînd, pe baza legilor dualităţii enunţate, W. Quine ne oferă 
un mijloc de a pune în evidenţă deosebirea dintre operatorii 
logici conjuncţie şi disjuncţie, pe de o parte, şi operatorii ma¬ 
tematici înmulţire şi adunare, pe de altă parte. Evident, el 
are în vedere aici o aritmetică în bază de numărare zece. întru- 
cît însă, pe noi nc-a interesat aici, în primul rînd, desprinde¬ 
rea modului în care W. Quine a definit dualitatea şi proprie¬ 
tăţile dualităţii care derivă din definiţia acceptată, nu socotim 
necesar să insistăm acum asupra detaliilor tehnice pe care le 
presupun exemplele oferite de el. Pentru etapa la care am 
ajuns, e mai important să precizăm dacă putem constata, la 
alţi autori contemporani, o alterare a definiţiei dată de W. 
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Quine dualităţii, sau dacă eseistă chiar un alt mod de a concepe 
principiul dualităţii. 

Tocmai un astfel de exemplu ni-1 oferă I. Copi [13 p. 293 — 
297 ]. Urmînd cele expuse de I. Copi, în capitolul pe care, în 
cadrul lucrării citate, îl dedică dualităţii, fără îndoială că pri¬ 
mul lucru pe care ar trebui să-l facem este să încercăm să 
desprindem conţinutul definiţiei dată de el dualităţii. Pentru 
aceasta cea mai bună cale este să redăm, pe cît posibil, chiar 
cuvintele autorului. 

Astfel, I. Copi afirmă că dacă P ]ţ P 2 , . . ., P n sînt variabile 
prepoziţionale sau n-litere predicat însoţite de n-variabile 
individuale x,, x a , . . x h şi dacă S este o formulă bine formată 
alcătuită din P 15 P 2 , ...., P ft , disjuncţie, negaţie, conjuncţie, 
cuantor universal, cuantor existenţial, ( ), x,, x 2 , x ft , 

atunci dualul lui S este rezultatul următoarelor schimbări: 

(1) înlocuirea oricărei apariţii a lui P,- (altele decît acele părţi 
bine formate de tipul NP t ) în S prin iVP,-; 

(2) înlocuirea oricărei apariţii a lui NPf în S prin P i ; 

(3) înlocuirea oricărei apariţii a Iui (V*) î n S prin ( 3 *); 

(4) înlocuirea oricărei apariţii a lui (3*) în S prin (V*) '■> 

(5) înlocuirea oricărei apariţii a conjuncţiei în S prin dis¬ 

juncţie ; 

(6) înlocuirea oricărei apariţii a disjuncţiei în S prin con¬ 
juncţie. 

Deşi puţin mai complicată, cel puţin ca formă de exprimare, 
decît definiţia acceptată de W. Quine, definiţia dată de I. 
Copi dualităţii, are, de la prima vedere, avantajul de a aco¬ 
peri atît nivelul CP, cît şi cel al CF. Pe baza definiţiei sale, W. 
Quine rezolvă mai întîi doar problema dualităţii în cadrul CP 
şi de abia apoi reformulează, e adevărat, pe o cale de loc compli¬ 
cată, definiţia iniţială, pentru a o adecva conţinutului CF 
[44 p. 107]’. 

Dar deosebirea dintre cele două definiţii nu constă numai 
în cele arătate de noi pînă acum. De fapt, după opinia noastră, 
cele două definiţii diferă în mod esenţial. Această diferenţă 
dintre cele două definiţii date dualităţii, sau mai bine spus, 
incompatibilitatea lor, poate fi pusă în evidenţă destul de uşor, 
dacă cităm şi exemplele pe care I. Copi le oferă cu scopul de 
a ilustra cerinţele impuse de definiţia sa. Astfel, după I. Copi, 
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dubla negaţie îşi află dualul în negaţie sau, mai precis, dualul 
lui NNP t este NPj. în mod firesc, consecvent conţinutului 
definiţiei sale, al doilea exemplu al lui J. Copi este cu mult 
mai edificator, căci el ne spune că dualul negaţiei este afirmaţia 
sau că dualul lui NPj este chiar P^ Reamintim faptul că, în 
conformitate cu definiţia lui W. Quine, dualul lui NP t este 
tot NPj, negaţia fiind unul din cazurile de operatori auto- 
duali. 

Este important de menţionat că la I. Copi identificarea 
dintre dualul unei formule şi negaţia sa nu este numai rodul 
unui exemplu particular sau al unui caz-excepţie, ci un fapt 
consemnat şi de ceea ce I. Copi numeşte Teorema Dualităţii 
(DuT), care ar putea fi exprimată prin formula: 

(12.1) NS= [>S* 

în care prin ,,JVS” înţelegem negaţia lui S, iar prin O S înţele¬ 
gem dualul lui S. 

Considerăm că lista exemplelor oferite de I. Copi poate fi 
încheiată aici, întrucît oricare din următoarele ilustrări n-ar 
face altceva decît să manifeste într-o formă puţin diferită 
aceeaşi idee a echivalenţei dintre dualitate şi negaţie. Remar¬ 
căm însă un fapt interesant pe care îl prezintă unele dintre 
aceste exemple. Este vorba de un fel de distributivitate a 
operaţiei de dualizare în raport cu conjuncţia sau disjuncţia. 
Nu este vorba de o distributivitate în sensul propriu al cuvîn- 
tului întrucît aceste exemple ne spun doar că aplicarea opera¬ 
ţiei de dualizare asupra unei disjuncţii ca întreg este echiva¬ 
lentă cu aplicarea operaţiei de dualizare asupra fiecărui mem¬ 
bru al unei conjuncţii; evident, conjuncţia are aceiaşi membri 
cu disjuncţia iniţială — formula (12.2). Acelaşi lucru se poate 
realiza şi dacă formula iniţială este o conjuncţie, dar în acest 
caz cea de a doua expresie va fi o disjuncţie — formula (12.3). 

(12.2) t>ASR = K[>S[>R 

(12.3) [>KSR = A OS O R 

Trebuie însă menţionat că ambele formule — (12.2) şi (12.3) 
— nu reprezintă întrutotul o noutate, în sensul că n-ar putea 
fi obţinute decît în baza definiţiei adoptată de I. Copi. Mai 

* Dintre toţi operatorii binari ai CP, numai echivalenţa va fi notată după 
modelul clasic al scrierii cu paranteze. 
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precis, arabele formule îşi păstrează valabilitatea cbiar dacă se 
porneşte în interpretarea lor de la definiţia dată de W. Quine, 
dar numai dacă S şi jR sînt variabile propoziţionale individuale, 
sau formule auto-duale, sau dacă S şi R sc află în raport de 
dualitate una faţă de cealaltă. Formulele (12.2) şi (12.3) nu 
sînt însă valide căci, pe baza definiţiei dată de W. Quine, ele 
nu sînt adevărate pentru orice interpretare dată lui S şi R. 
Să luăm ca exemplu formula (12.2) şi să spunem că S repre¬ 
zintă implicaţia Cpq, iar R reprezintă incompatibilitatea Dpq. 
Formula (12.2) devine : 

(12.4) \yACpqDpq = K |>Cpg [>Dpq 

Folosind tabelul nr. 2, alcătuit în conformitate cu definiţia 
lui W. Quine, din formula (12.4) putem deriva expresia: 

(12.5) KCpqDpq = KMpqXpq 

a cărei testare matricială ilustrează faptul că nu e o formulă 
validă. Dacă, pornind de la formula (12.4), am fi folosit în 
continuare definiţia lui I. Copi, în locul formulei (12.5) am 
fi obţinut o altă formulă validă. Discuţia noastră conduce, 
fără îndoială, la ideea unei deosebiri de principiu între definiţiile 
date dualităţii de W. Quine şi I. Copi. 

Comparaţia dintre cele două definiţii ar putea continua 
şi cu alte exemple, pentru a pune în evidenţă şi alte deosebiri 
dintre ele, dar socotim că ceea ce era important privind dife¬ 
renţa dintre cele două definiţii a fost deja indicat. Este de 
fapt vorba de ceea ce consemnează Teorema Dualităţii dată 
de I. Copi, formula (12.1), fapt care nu poate fi recunoscut 
ca avînd valabilitate generală în lumina definiţiei adoptată 
de W. Quine. In consecinţă, Teorema Dualităţii dată de I. 
Copi este respinsă ca teoremă de definiţia lui W. Quine. Dar 
dacă această expresie este respinsă ca teoremă pe baza defini¬ 
ţiei lui W. Quine, totuşi, în baza definiţiei sale, I. Copi îi 
oferă o demonstraţie consistentă. După opinia noastră însă, 
demonstraţia dată acestei teoreme de I. Copi, demonstraţie 
realizată pe baza unei inducţii complete referitoare la numărul 
de simboluri cuprinse în S, nu constituie decît o extindere a 
punctului (2) din definiţia dualităţii acceptată de acelaşi au¬ 
tor, cu singura condiţie ca regula substituţiei să fie corect 
aplicată. De fapt, cel puţin intr-o parte a ei, demonstraţia 
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oferită de I. Copi nu face altceva decît să repete punctul (2) 
al definiţiei dată de el dualităţii. 

Oprindu-ne asupra înţelesului pe care I. Copi îl dă principiu¬ 
lui dualităţii, fără îndoială că trebuie menţionat faptul că, 
folosind teorema dualităţii discutată mai sus, el oferă drept 
exemple de aplicare a principiului dualităţii, cel puţin trei 
teoreme. Dar toate aceste teoreme, cu excepţia Teoremei 
Dualităţii însăşi, pot fi obţinute şi în baza definiţiei lui W. 
Qnine. Nu ne oprim aici asupra modalităţii concrete prin 
care teoremele la care ne referim pot fi derivate pe baza de¬ 
finiţiei lui W. Quine; de acest lucru urmează să ne ocupăm 
într-un capitol următor unde, credem, această chestiune îşi 
află un loc mai potrivit. Pentru moment, amintim, doar sub 
titlul de exemplu, că una dintre aceste teoreme vizează comu- 
tativitatea cuantorilor, iar alta este analoagă celei de a 
cincea legi a dualităţii, oferită de W. Quine. 

Faţă de cele spuse pînă în prezent despre sistemul duali¬ 
tăţii propus de I. Copi, nu credem că am putea trece cu ve¬ 
derea faptul că nu puţine din aserţiunile făcute de I. Copi, 
în baza definiţiei sale, sînt supuse unor restricţii. Pentru a 
ilustra afirmaţia noastră vom cita două exemple. Astfel, dacă 
S este o schemă al cărei dual se notează [>S, atunci formula : 

(12.6) O t>S = S 

este validă, dacă şi numai dacă S nu conţine nici o parte de ti¬ 
pul NNP (unde N este semnul negaţiei). La fel, formula: 

(12.7) [>NS = IV[>S 

este la rîndul ei validă, dacă şi numai dacă S conţine mai mult 
decît un simbol. 

Pe lîngă restricţiile presupuse, aşa cum se vede din cazul 
formulelor (12.6) şi (12.7), mai trebuie arătat că definiţia lui 
I. Copi permite derivarea legilor lui Augustus De Morgan, 
dar pentru început numai într-o formă particulară a lor. Ast¬ 
fel, fiind dată o conjuncţie, să spunem ,, Kpq ”, conform defi¬ 
niţiei dualităţii dată de I. Copi, dualul ei ar fi disjuncţia 
„ANpNtf ’. Conform Teoremei Dualităţii (DuT), dualul ace¬ 
leiaşi conjuncţii ar fi formula ,, NKpq ”. Avem deci două forme 
de exprimare a dualului unei singure expresii şi prin urmare 
putem socoti formula 

(12.8) NKpq = ANpNq 
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drept o expresie validă. Se remarcă cu uşurinţă că formula 

(12.8) reprezintă una din expresiile cunoscute sub numele 
de ,,legile lui Augustus De Morgan”, dar nu una dintre expre¬ 
siile prime, ci o alta care vizează cazul particular al definirii 
negaţiei unei conjuncţii printr-o disjuncţie cu termenii negaţi. 
Nu va fi greu de observat că, în mod analog, poate fi ob¬ 
ţinută şi o altă lege a lui A. De Morgan, corespondenta celei 
exprimate de formula (12.8) , pentru cazul disjuncţiei: 

(12.9) NApq = KNpNq 

Înţelegînd prin expresia primă a legilor lui A. De Morgan 
cazurile de definire a unei conjuncţii şi paralel, de definire a 
unei disjuncţii, fără îndoială că ele pot fi obţinute pornind 
mai departe de la formulele (12.8) şi (12.9) şi folosind legea 
dublei negaţii. Să luăm un exemplu. Pornim de la formula 

(12.8) în care înlocuim pe p cu Np şi pe q cu Nq, aplicăm apoi 
legea dublei negaţii şi schimbînd locul termenilor echivalenţi, 
obţinem: 

(12.10) Apq = NKNpNq 

într-un mod cu totul analog, pornind însă de la formula 

(12.9) , obţinem expresia corespunzătoare definiţiei conjuncţiei 
prin disjuncţie: 

(12.11) Kpq= NANpNq 

Remarcăm faptul că la nivelul formulelor (12.10) şi (12.11) 
avem o expresie a principiului dualităţii aşa cum el este înţe¬ 
les nu numai de W. Quine, dar şi de aproape toţi ceilalţi 
autori consultaţi de noi. Dintre toţi aceşti autori numai I. 
Copi prezintă un alt mod de a înţelege dualitatea, modalitate 
preluată fără comentarii şi de G. Keene [27 p. 62—66]. 
Să ne exprimăm mai clar. Se pare că întreaga literatură a 
logicii simbolice care a consemnat principiul dualităţii, evident 
cu excepţia mai sus citată, recunoaşte drept un exemplu clasic 
de dualitate relaţia dintre conjuncţie şi disjuncţie. Altfel spus, 
acest lucru înseamnă că dualul conjuncţiei este disjuncţia 
şi reciproc, dualul disjuncţiei este conjuncţia. Tocmai în 
acest fel înţelegem să asertăm că formulele (12.10) şi (12.11) 
dau expresie dualităţii. De fapt, formula (12.10) spune că dua¬ 
lul conjuncţiei este disjuncţia, iar formula (12.11) consemnează 
că dualul disjuncţiei este conjuncţia. Dar felul în care I. Copi 
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înţelege dualitatea este sensibil diferit de acesta. Astfel, con¬ 
form părerii generale, formula 

(12.12) 0>Kpq=Apq 

este un mijloc de a spune că dualul conjuncţiei este disjuncţia. 
După opinia lui I. Copi însă formula 

(12.13) OA>g = ANpNq 

este forma de exprimare a dualului unei conjuncţii, drept dis¬ 
juncţia negaţiilor termenilor conjuncţiei iniţiale. Acum, dacă 
am presupune că opinia lui I. Copi — adoptată, cum spuneam, 
şi de G. Keene — este compatibilă cu opinia celorlalţi logicieni, 
despre dualitate, adică dacă am presupune că ambele for¬ 
mule (12.12) şi (12.13), sînt valide, atunci fără îndoială că 
ar trebui să fie acceptată ca validă şi formula: 

(12.14) Apq = ANpNq 

dar este imposibil a accepta că o disjuncţie este acelaşi lu¬ 
cru cu disjuncţia negaţiilor termenilor ei. Formula (12.14) este 
respinsă ca nevalidă indiferent care ar fi opinia asupra duali¬ 
tăţii acceptată de un autor sau altul. Dar formula (12.14) 
a fost obţinută ca o concluzie din premisele (12.12) şi (12.13), 
folosind ca reguli de deducţie comutivitatea şi tranzitivitatea 
echivalenţei. Cum nici una dintre aceste reguli nu poate fi 
respinsă, urmează că cel puţin una din premise, adică sau 
formula (12.12), sau formula (12.13), să fie respinsă ca nevalidă. 
Noi sîntem tentaţi să credem că numai una dintre aceste pre¬ 
mise trebuie respinsă ca nevalidă şi anume, cea care consem¬ 
nează opinia lui I. Copi despre dualitate, adică formula (12.13). 
Dar a respinge formula (12.13), înseamnă a respinge definiţia 
dată de I. Copi dualităţii, deci a accepta formula (12.12), 
adică definiţia dualităţii dată de W. Quine. 

într-adevăr, prin înţelesul pe care îl dă dualităţii, I. Copi 
diferă principial de ceea ce s-ar putea spune că este unanim 
acceptat cu privire Ia dualitate de către logica modernă şi 
nu numai de ea ci şi de către matematici. Ca atare, respingînd 
opinia lui I. Copi şi acceptînd cealaltă definiţie dată dualităţii, 
dispunem de un alt argument decît cel al opiniei majorită¬ 
ţii? Putem răspunde afirmativ la această întrebare. 

Pentru a alcătui răspunsul vom porni de la un alt autor 
contemporan, şi anume, de la Benson Mates care înţelege duali- 
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tatea în acelaşi fel cu W. Quine, [35 p. 133], deşi am putea 
remarca un element nou în tratarea dualităţii, element pe 
care îl considerăm important. Este vorba de faptul că B. 
Mates încadrează studiul dualităţii într-un capitol dedicat 
meta-teoremelor şi modul concret în care ci analizează duali¬ 
tatea atestă pe deplin concluzia că el înţelege această relaţie 
ca ţinînd de un nivel de generalitate superior logicii standard 
şi calculului asociat ei. Fără îndoială că, aderînd la poziţia 
generală despre dualitate — ne referim la definiţia dualităţii — 
pentru B. Mates dualitatea este distinctă de negaţie. Mai mult, 
el indică şi demonstrează o „teoremă a negaţiei” [35 p. 130]. 
Fără a intra în detalii tehnice privind demonstraţia acestei 
teoreme, o vom enunţa şi noi, urmînd, evident, lucrarea lui 
B. Mates. 

In primul rînd, se presupune că este o formulă oare¬ 

care alcătuită însă numai prin intermediul conjuncţiei, dis- 
juncţiei şi negaţiei, a cuantificatorului universal şi a celui 
existenţial. Evident, acest deziderat poate fi atins oricare 
ar fi formula ,,0” şi pentru aceasta, este suficient să amintim 
procedeul oferit de W. Quine pentru transcrierea oricărei 
expresii prin intermediul conjuncţiei şi negaţiei sau al disjunc- 
ţiei şi negaţiei [44 p. 9 —12]. Mai departe, dacă „<!)” este 
o astfel de formulă şi dacă în cadrul ei facem următoarele 
schimbări: 

(1) schimbăm reciproc conjuncţia cu disjuncţia; 

(2) schimbăm între ei cuantorul universal cu cel existen¬ 
ţial ; 

(3) înlocuim orice formulă atomară cu negaţia ei; obţinînd 

pe această cale o nouă formulă „(J)'”, 

aLuuci „O”’ este echivalentă cu negaţia lui ,,(D”. 

Este, fără îndoială, lesne de observat că teorema negaţiei 
enunţată de B. Mates este identică — sub aspectul conţinu¬ 
tului şi nu al formei de exprimare — cu definiţia dualităţii 
oferită de I. Copi. Urmînd cele spuse de B. Mates, rezultă că 
formulele (12.8) şi (12.9) nu ţin de principiul dualităţii ci de 
definiţia negaţiei. Aceste formule arată în ce constă negaţia 
şi nu dualul unei conjuncţii — formula (12.8) — sau dualul 
unei disjuncţii — formula (12.9). 

Pentru a obţine din formulele (12.8) şi (12.9) chiar dualul, 
aşa cum acesta este înţeles de W. Quine, trebuie să comple- 
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lâm procesul de aplicare a negaţie: (a se vedea în acest sens 
cea de a doua lege a dualităţii, oferită de W. Quine). Pînă 
acum am construit numai negaţia formulei ca întreg; urmează 
deci a aplica negaţia şi asupra fiecărui termen (formulă ato- 
mară) al formulei şi astfel vom obţine expresia dualului. Aceas¬ 
ta înseamnă însă, aşa cum arătam mai sus, a trece de la for¬ 
mulele (12.8) si (12.9) la formulele (12.10) si respectiv 
( 12 . 11 ). 

Pînă în prezent, apelul pe care l-am făcut la teorema negaţiei 
demonstrată de B. Mates nu a adus un element principial 
nou în încercarea de a explica de ce nu acceptăm definiţia 
dualităţii dată de I. Copi. Am arătat doar că I. Copi însuşi 
recunoaşte, prin teorema sa a dualităţii, că în conformitate 
cu definiţia pe oare el a dat-o dualităţii, sc realizează o echi¬ 
valenţă între dualitate şi negaţie. Noi ne-am referit la teorema 
negaţiei pentru a vedea că, în cazul lui I. Copi, echivalenţa 
dualitate-negaţie nu este nici pe departe un accident sau un 
caz particular, ci este o chestiune de principiu, o chestiune 
fundamentală pentru concepţia sa asupra principiului duali¬ 
tăţii. 

în consecinţă, încercînd să definească dualitatea, I. Copi 
a definit negaţia, fiind obligat, în acest sens, să aserteze echi¬ 
valenţa dintre dualitate şi negaţie. Dar dacă dualitatea şi 
negaţia sînt unul şi acelaşi lucru, cel puţin aşa cum spun teore¬ 
ma şi definiţia dualităţii oferite de I. Copi, este surprinzător, 
ştiind că nivelul logicii standard n-a fost depăşit, că formula 
(12.6) este validă numai sub restricţii de tipul celor citate. 
In plus, a spune „valid sub restricţii” — avînd în vedere 
tipul de restricţii cerut pentru formulele discutate aici, înseamnă 
a respinge conceptul de validitate. Pe de altă parte, şi acesta 
nu este un fapt de loc lipsit dc importanţă, dacă acceptăm 
echivalenţa dinLre dualitate şi negaţie propusă de I. Copi, 
orice studiu al dualităţii este lipsit de interes din moment ce 
dispunem de studii despre negaţie şi in plus numele de dualitate 
nu mai arc nici un rost. Principiul dualităţii ar fi de fapt, în 
această perspectivă, un principiu al negaţiei şi tot ce se spune 
a fi consecinţă sau manifestare a principiului dualităţii n-ar 
fi decît consecinţă sau manifestare a principiului negaţiei. 
Negaţia ar fi adevăratul şi singurul autor al tuturor celor puse 
în seama dualităţii şi de fapt ar fi lipsit de sens să mai vorbim 
de dualitate. Indiferent însă ce gîndeşte I. Copi despre duali- 


43 



tate şi despre raportul dintre dualitate şi negaţie, nu poate fi 
pusă la îndoială existenţa unei alte relaţii, distinctă de ceea 
ce I. Copi înţelege prin relaţia de dualitate ; ne referim la ceea 
ce este definit de ^' r . Quine, în acord cu majoritatea logicieni¬ 
lor moderni, drept dualitate. Dacă încercăm să folosim numele 
dualitate pentru negaţie, aşa cum face I. Copi, atunci trebuie 
să aflăm un nume nou pentru ceea ce W. Qnine numeşte duali¬ 
tate. Pornind însă de la faptul că negaţiei i se poate spune pe 
nume fără a ne expune vreunui pericol, considerăm mai adec¬ 
vat să folosim numele dualitate pentru acea relaţie, distinctă 
faţă de negaţie, definită de W. Quine drept relaţie de duali¬ 
tate. în acest sens înţelegem să ne ocupăm de dualitate în 
prezenta lucrare. 

Evident, nu respingem ideea că sistemul oferit de I. Copi 
sub titlul de „analiză a dualităţii” se bucură de consistenţă, 
atît de departe cît noi am putut cerceta acest lucru. Acest 
fapt este firesc, căci negaţia este un operator logic ca oricare 
altul şi respectînd proprietăţile sale putem obţine un sistem 
consistent, indiferent care ar fi motivele pentru care, pentru 
moment, am numi acest operator „dualitate” şi nu negaţie, 
pe numele lui adevărat. Singurul lucru care trebuie însă con¬ 
semnat este acela că, dacă, aşa cum vrea I. Copi, dualitate 
înseamnă negaţie, atunci un sistem formal numit „al duali¬ 
tăţii” şi în care am deduce o serie de teoreme, folosind, evident, 
şi alţi operatori ai CP — I. Copi indică această posibilitate — 
nu este decît un „sistem al negaţiei” şi sub aspectul teoremelor 
el repetă, numai cu pretenţia de noutate, unele sisteme deja 
cunoscute. Astfel, dacă punctul de plecare presupune alături 
de dualitate conjuncţia, sistemul obţinut este, de fapt, siste¬ 
mul KN ; dacă alături de dualitate presupunem disjuncţia, 
atunci avem sistemul AN, dacă presupunem implicaţia vom 
a\ea sistemul CN ş.a.m.d. 

Kespingînd identificarea dintre dualitate şi negaţie, aşa 
cum acest lucru apare la I. Copi, nu înlăturăm şi ideea 
oricăror legături, sau asemănări dintre dualitate şi negaţie, 
în anumite cazuri, cu totul particulare, vom putea spune, 
într-un anume sens, chiar că dualul unei expresii este echi¬ 
valent cu negaţia aceleiaşi expresii, dar aceasta este o situaţie 
cu totul accidentală care, nu numai că nu poate fi ridicată la 
rangul de definiţie generală a dualităţii, dar nici nu contrazice 
această definiţie generală. Adoptînd ideea de dualitate ca 
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distinctă faţă de cea de negaţie, vom putea constata că raportul 
dualitate-negaţie este cu mult mai complex decît tinde să-l 
prezinte I. Copi. Sperăm ca paragrafele următoare ale lucră¬ 
rii să întărească şi mai mult cele spuse pînă acum. Conchidem 
această discuţie spunînd că am constatat două păreri deosebite 
despre dualitate şi că din cele două noi o acceptăm pe aceea 
pe care am descris-o ca fiind enunţată de W. Quine. 


3. TIPURI DE OPERATORI DUAU 

După ce am precizat punctul de vedere asupra definiţiei 
dualităţii, vom încerca să desprindem cîteva aspecte ce ni se 
par importante în legătură cu principiul dualităţii astfel în¬ 
ţeles. Evident, legînd posibilitatea de a discerne aceste aspecte 
de înţelesul pe care l-am acceptat pentru dualitate, revenim 
pentru aceasta la tabelul nr. 2 din paragraful anterior. 

Examinînd cele două coloane ale tabelului nr. 2, vom con¬ 
stata că relaţia de dualitate presupune anumite deosebiri după 
operatorii între care ea există. Luînd în consideraţie tocmai 
aceste deosebiri, deci avînd, în ultimă instanţă, drept criteriu 
tocmai natura operatorilor binari ai CP, îi putem clasifica pe 
aceştia, sub perspectiva principiului dualităţii, în trei clase 
diferite. 

I. Prima clasă cuprinde perechile de operatori: (1) — (16) — 
tautologie şi contradicţie — şi (6) — (11) — echivalenţă şi dis- 
juncţie exclusivă. Ceea ce caracterizează, din perspectiva duali¬ 
tăţii, operatorii înscrişi în această primă clasă este faptul că 
pentru oricare din ei dualul coincide cu negaţia. Se poate deci 
constata că în cazul operatorilor menţionaţi nu există, într-un 
anume sens, o diferenţă faţă de înţelesul pe care I. Copi l-a 
dat dualităţii. Precizăm însă că această situaţie este caracteris¬ 
tică doar operatorilor din această primă clasă şi în plus nu 
afectează cu nimic definiţia dualităţii acceptată de noi. Punc¬ 
tul comun cu cele afirmate de I. Copi cu privire la dualitate 
trebuie înţeles numai în sensul că în cazul particular al opera¬ 
torilor din prima clasă, aplicarea operaţiei de dualizare duce 
ia acelaşi rezultat cu aplicarea operaţiei de negare şi nu în 
sensul că cele două operaţii ar fi identice. In această perspecti¬ 
vă, situaţia particulară a operatorilor din prima clasă nu contra- 
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zice definiţia dualităţii acceptată de noi. Mai precis, în cazul 
acestei prime clase, atunci cînd operatorul din prima coloană 
a tabelului nr. 2 este descris „(v lt v 2 , v 3 , v 4 )pq’\ dualul său 
poate fi descris „(iVtij, Nv 2 , Nv 3 , Nvj)pq în consecinţă, în 
situaţia operatorilor ce formează prima clasă, dualul poate fi 
obţinut şi prin inversarea numai, cu ajutorul negaţiei, a solu¬ 
ţiei funcţiei de adevăr alcătuită printr-un astfel de operator, 
fără a afecta în acelaşi timp şi variabilele propoziţionale com¬ 
ponente. Altfel spus, pentru operatorii consideraţi, negaţia 
variabilelor proporţionale componente şi în acelaşi timp a 
funcţiei constituite cu ajutorul lor ca întreg, duce Ia acelaşi 
rezultat, pentru operaţia de dualizare, cu negaţia numai a 
funcţiei ca întreg. 

II. A doua clasă grupează perechile de operatori duali: (2) 
— (12) — disjuncţici şi conjuncţia , (3) — (13) — implicaţia 
materială inversă şi negaţia implicaţiei materiale , (4) — (14) — 
implicaţia materială şi negaţia implicaţiei materiale inverse 
şi (5) — (15) — incompatibilitatea şi operatorul „nici . . . nici 
... ”, sau functorul Iui Nicod. în acest caz, dualul unui ope¬ 
rator este deosebit atît faţă de negaţia operatorului supus 
operaţiei de dualizare, cît şi faţă de operatorul supus operaţiei 
de dualizare. Din punctul de vedere al raportului dualitate- 
negaţie, de această dată cele două operaţii se deosebesc nu 
numai prin conţinutul şi mecanismul lor, ci şi prin rezultatul 
lor. 

III. Cea de a treia clasă înglobează operatorii înregistraţi 
în tabelul nr. 1, sau în tabelul nr. 2 sub numele (7), (8), (9) şi 
(10), adică Fpq, Gpq, Hpq şi Ipq. Aplicînd operaţia de duali¬ 
zare asupra unei funcţii de adevăr de două variabile proporţio¬ 
nale conectate de oricare din operatorii ce formează această 
a treia clasă, din perspectiva dualităţii, vom obţine ca soluţie 
a funcţiei de adevăr duale exact valorile de adevăr ce alcătuiesc 
soluţia funcţiei de adevăr supusă operaţiei de dualizare. Cu 
alte cuvinte, dacă unul din aceşti patru operatori ar fi descris 
„(«!, v 2 , v s , v 4 ) pq ”, dualul său poate fi descris în mod identic, 
în consecinţă, fiecare din operatorii celei de a treia clase este 
propriul său dual. Reîntîlnim, la nivel logic de această dată, 
aşa-numitele cazuri de elemente auto-duale. Pentru aceşti opera¬ 
tori auto-duali se poate spune, aceasta pentru a păstra o anu- 
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mită simetrie cu modul în care a fost făcută descrierea opera¬ 
torilor înscrişi în prima clasă, că operaţia de dualizare aplicată 
funcţiilor de adevăr corespunzătoare acestor operatori nu pre¬ 
supune nici un fel de intervenţie a negaţiei, nici asupra funcţiei 
ca întreg, nici asupra variabilelor propoziţionale ce alcătuiesc 
funcţia de adevăr. în consecinţă, în cazul acestor patru ope¬ 
ratori, luînd în consideraţie definiţia dualităţii acceptată de 
noi, se poate spune că negarea valorilor de adevăr din solu¬ 
ţia funcţiei de adevăr corespunzătoare unuia din ei şi negarea 
simultană a fiecărei variabile propoziţionale componente a 
funcţiei duce Ia acelaşi rezultat cu asertarea funcţiei de adevăr 
supusă iniţial operaţiei de dualizare. 

Revenim acum la operatorii incluşi în cea de a doua clasă 
şi analizînd operaţia de dualizare pentru fiecare din operatorii 
incluşi în această clasă, vom remarca existenţa a două sub¬ 
clase : 

(cj) Oricare din operatorii înscrişi în cele două tabele din 
paragraful anterior sub numerele (2), (5), (12) şi (15), fiind descris 
prin „(v v v 2 , v 3 , v^)pq’\ dualul său va putea fi descris prin ,,(r,, 
Nv 2 , Nv 3 , v^pq”. Altfel spus, pentru aceşti patru operatori, 
operaţia de dualizare care ar presupune o mult mai complicată 
aplicare a negaţiei asupra funcţiei de adevăr corespunzătoare 
oricăruia din ei, poate fi simplificată prin respingerea, prin 
intermediul negaţiei numai a acelor valori de adevăr din solu¬ 
ţia funcţiei de adevăr corespunzătoare situaţiilor cînd valorile 
de adevăr ale variabilelor componente sînt diferite; 

(c 2 ) Oricare din operatorii înscrişi în cele două tabele, ante¬ 
rior, prezentate, sub numerele (3), (4), (13) şi (14), fiind descris 
prin „(ti,, v 2 , v 3 , v^pq”, dualul său va putea fi descris prin 
„(Nv v v 2 , v 3 , Nv^pq”. Altfel spus, pentru aceşti patru opera¬ 
tori, aplicarea operaţiei de dualizare asupra unei funcţii de 
adevăr corespunzătoare oricăruia din ei, poate fi redusă la 
aplicarea negaţiei numai asupra acelor valori de adevăr din 
soluţia funcţiei de adevăr considerate care corespund cazuri¬ 
lor cînd variabilele componente ale funcţiei au aceleaşi valori 
de adevăr. 


Reamintim faptul că deşi sub-clasele (c t ) şi (c 2 ) au fost posi¬ 
bile de alcătuit pe baza unei deosebiri ce există, din perspectiva 
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operaţiei de dualizare, între elementele fiecăreia din sub-cla- 
sele considerate, există totuşi o proprietate, comună a lor care 
uneşte cele două sub-clase într-o clasă unică. Presupunînd că 
avem o funcţie de adevăr alcătuită din variabile prepoziţio¬ 
nale conectate de oricare din operatorii ce formează cele două 
sub-clase, operaţia de dualizare a acestei funcţii nu este echi¬ 
valentă, sub nici un aspect, nici cu negaţia funcţiei considera¬ 
te, nici cu funcţia iniţială supusă operaţiei de dualizare. 

Privind retrospectiv asupra celor trei clase prezentate mai 
sus, putem spune că definită ca distinctă de negaţie, duali¬ 
tatea ne permite să desprindem anumite deosebiri privind 
chiar aplicarea negaţiei la funcţii de adevăr diferite. Acest 
lucru a reieşit de fiecare dată atunci cînd am încercat să carac¬ 
terizăm operatorii fiecărei clase din perspectiva dualităţii. 
De asemenea, numai într-un caz particular operaţia de duali¬ 
zare se confundă cu negaţia (operatorii din prima clasă) si 
aceasta se realizează numai sub aspectul rezultatului aplicării 
celor două operaţii, dar că, nici măcar sub acest aspect, o 
echivalenţă între dualitate şi negaţie nu poate fi totuşi generali¬ 
zată asupra tuturor operatorilor CP, aşa cum procedează I. 
Copi, e adevărat, pornind de la o altă definiţie a dualităţii. 
O eventuală acceptare a echivalenţei dintre dualitate şi nega¬ 
ţie ar anula posibilitatea de alcătuire a celor trei clase de ope¬ 
ratori din perspectiva dualităţii. Credem că raportul dintre 
dualitate şi negaţie este mult mai nuanţat decît o simplă echi¬ 
valenţă, aşa cum de altfel rezultă din aplicarea operaţiei de 
dualizare în înţelesul adoptat de noi. 

Iată un exemplu privind legătura dualitate-negaţie, aşa cum 
ni-1 oferă operatorii din cea de a doua clasă şi în care, investi¬ 
gaţia din paragrafele următoare ne va permite să sesizăm o 
veritabilă proprietate generală a raportului dualitate-negaţie. 
Astfel, negaţia dualului unui operator dat este echivalentă cu 
dualul negaţiei aceluiaşi operator. Concret, fiind dată disjunc¬ 
ţi a, Apq, dualul ei este conjuncţia, Kpq. în acelaşi timp însă 
conjuncţia Kpq este negaţia incompatibilităţii, Dpq, care, la 
rîndul ei, este dualul operatorului „nici .... nici ....”, Xpq, 
dar operatorul „nici .... nici . . . . ” este negaţia primului 
operator, disjuncţia Apq. 

Dacă dualul disjuncţiei este conjuncţia şi dacă la rîndul ei 
conjuncţia este negaţia incompatibilităţii, atunci rezultă că 
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dualul disjuncţiei este echivalent cu negaţia incompatibilită¬ 

ţii : 

(1) \>Apq = Kpq 

(2) Kpq - NDpq 

(3) [>Apq = NDpq 

Mai departe, dacă dualul disjuncţiei este echivalent cu nega¬ 
ţia incompatibilităţii şi dacă incompatibilitatea este echivalentă 
cu dualul operatorului „nici . . . nici ... ”, atunci dualul 
disjuncţiei este echivalent cu negaţia dualului operatorului 
„nici ... nici . .. ” : 

(3) [>Apq — NDpq 

(4) Dpq = [>Xpq 

(5) O Apq = Nt>Xpq 

în sfîrşit, dacă dualul disjuncţiei este echivalent cu negaţia 
dualului operatorului „nici . . . nici ...” şi dacă negaţia 
operatorului „nici . . . nici ...” este echivalentă cu disjunc- 
ţia, atunci rezultă că dualul negaţiei operatorului „nici . . . 
nici ...” este echivalent cu negaţia dualului aceluiaşi opera¬ 
tor : 

(5) O Apq = N \>Xpq 

(6) . Apq =. NXpq 

(7) [>NXpq = N [>Xpq 

Raţionamentul întrebuinţat de noi a cuprins trei etape, 
în primul caz, concluzia derivă în mod necesar din premisele 
asumate în baza tranzitivităţii echivalenţei, iar în cazurile 
doi şi trei concluzia rezultă în acelaşi fel pe baza regulei schim¬ 
bului reciproc de echivalenţi. 

Prin intermediul acestui şir de raţionamente am probat 
pentru un caz concret — functorul lui Nicod — aserţiunea 
făcptă mai sus cu privire la faptul că negaţia dualului unui 
operator oarecare este echivalentă cu dualul negaţiei aceluiaşi 
operator. Paragrafele următoare ne vor oferi mijloacele pentru 
a putea proba generalitatea aserţiunii noastre, sau altfel spus, 
de a arăta că ea denotă o proprietate generală a raportului dua- 
litate-negaţie. 
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Dacă facem apel la operatorii înscrişi în sub-clasa (c 2 ), 
atunci vom constata şi la nivelul lor aceleaşi relaţii ca în cazul 
operatorilor din prima sub-clasă. Astfel, presupunînd că este 
dat operatorul ce ocupă în tabelul nr. 1 poziţia (4), adică impli¬ 
caţia materială, Cpq, dualul său este operatorul de la poziţia 
(14), negaţia implicaţiei materiale inverse, Mpq. Dar Mpq, 
la rîndul său, se află în raport de la afirmaţie la negaţie cu 
implicaţia materială inversă, Bpq, care la rîndul său este dua¬ 
lul negaţiei implicaţiei materiale, Lpq. între Cpq şi Lpq există 
un raport ca de la afirmaţie la negaţie. La fel cu operatorii 
din prima sub-clasă şi aceşti patru operatori confirmă afirma¬ 
ţia de mai sus. Folosind aceleaşi reguli de deducţie ca în cazul 
anterior, vom putea dezvolta şi de această dată un raţionament 
analog celui anterior. Astfel, dacă dualul implicaţiei materiale 
este echivalent cu negaţia implicaţiei materiale inverse şi dacă 
între Mpq şi Bpq există un raport ca de la afirmaţie la negaţie, 
atunci dualul implicaţiei materiale este echivalent cu negaţia 
implicaţiei inverse : 

(1) t>Cpq = Mpq 

(2) Mpq = NBpq 

(3) [yCpq= NBpq 

Mai departe, dacă dualul implicaţiei materiale este echiva¬ 
lent cu negaţia implicaţiei inverse şi dacă implicaţia inversă 
este echivalentă cu dualul negaţiei implicaţiei materiale, atunci 
dualul implicaţiei materiale este echivalent cu negaţia dualu¬ 
lui negaţiei implicaţiei materiale: 

(3) [> Cpq = NBpq 

(4) Bpq = t>Lpq 

(5) 0 Cpq=N\>Lpq 

în sfîrşit, dacă dualul implicaţiei materiale este echivalent 
cu negaţia dualului negaţiei implicaţiei materiale şi dacă impli¬ 
caţia materială este echivalentă cu negaţia negaţiei implicaţiei 
materiale, atunci dualul negaţiei negaţiei implicaţiei materiale 
este echivalent cu negaţia dualului negaţiei implicaţiei materiale : 

(5) t>Cpq = N (>Lpg 

(6) Cpq = NLpq 

(7) [ yNLpq = N O Lpq 
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Pe baza exemplelor verificate pînă acum s-ar putea sugera 
ideea că proprietatea după care dualul negaţiei unui operator 
este echivalent cu negaţia dualului aceluiaşi operator convine 
operatorilor înscrişi în cele două sub-clase ale celei de a doua 
clase. Paragrafele următoare ne vor permite nu numai tratarea 
generalizată a acestei proprietăţi a raportului dualitate-nega- 
ţie, ci ne vor da, totodată, mijloacele necesare pentru a des¬ 
prinde semnificaţia acestei proprietăţi. 


4. PĂTRATUL LOGIC AL DUALITĂŢI 

Operatorilor ce formează cea de a doua clasă şi numai lor, 
le aparţine şi proprietatea de a se afla în astfel de raporturi 
între ei încît, în conformitate cu sub-clasele în care sînt în¬ 
cadraţi, ei dau naştere la funcţii de adevăr de două variabile 
propoziţionale astfel legate între ele încît valorile de adevăr 
ale acestor funcţii pot fi derivate unele din altele într-o manieră 
cu totul analoagă celei proprii pătratului clasic al judecăţilor 
de predicaţie. Această nouă proprietate a operatorilor din 
cea de a doua clasă este fără îndoială un element important 
pentru comparaţia dintre logica tradiţională şi logica stan¬ 
dard. 

Să ne oprim acum atenţia asupra operatorilor ce formează 
sub-clasa (c-,) a acestei clase. 

între conjuncţie şi disjuncţie vom putea constata existenţa 
unei relaţii de subalternare. Aceeaşi relaţie se stabileşte şi 
de la operatorul „nici ... nici ...” la incompatibilitate. De 
fapt, pentru ca o conjuncţie să fie adevărată, în mod necesar 
ea trebuie să aibă toate componentele ei adevărate. Dar sub 
o astfel de condiţie, disjuncţia aceloraşi componente va fi îp 
mod necesar adevărată. Pentru ca o disjuncţie să fie falsă este 
obligatoriu ca toate componentele ei să fie false, or această 
condiţie este mai mult decît suficientă pentru ca unei conjuncţii 
a aceloraşi componente să-i corespundă valoarea de adevăr 
fals. Dar dacă presupunem că o conjuncţie are valoarea de 
adevăr fals, fără să precizăm nimic despre valoarea de adevăr 
a componentelor ei, nu putem infera nimic în mod necesar cu 
privire Ia valoarea de adevăr a disjuncţiei corespunzătoare. 
Mai precis, se ştie, că pentru o conjuncţie, condiţia de falsi- 
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tate este minimă, ea fiind falsă dacă numai unul din componen¬ 
ţii ei este fals Ia fel de bine ca şi atunci cînd toţi componenţii 
ei sînt falşi. în această situaţie, dacă numai unul din componen¬ 
ţii conjuncţiei este fals, disjuncţia corespunzătoare este ade¬ 
vărată, întrucît ceilalţi componenţi sînt adevăraţi. în schimb, 
dacă o conjuncţie este falsă pentru că toţi componenţii ei sînt 
falşi, atunci va fi falsă şi disjuncţia corespunzătoare ei. Rezultă 
că din simplul fapt al falsităţii unei conjuncţii nu putem in¬ 
fera nimic necesar cu privire la valoarea de adevăr a disjuncţiei 
corespunzătoare. Aceeaşi situaţie de lipsă de certitudine pu¬ 
tem constata şi atunci cînd dorim să trecem de la valoarea de 
adevăr adevăr a disjuncţiei la valoarea de adevăr a conjuncţiei. 
Astfel, am putea spune ,,prin dualitate”, condiţia de adevăr 
a disjuncţiei este minimă, căci pentru o disjuncţie este suficient 
ca unul singur din componenţii ei să fie adevărat pentru ca 
întregii disjuncţii să-i corespundă valoarea de adevăr adevăr ; 
cu atît mai mult disjuncţia va fi adevărată dacă toţi componen¬ 
ţii ei vor fi adevăraţi. Dar pentru ca unei conjuncţii să-i cores¬ 
pundă valoarea de adevăr adevăr este imperios necesar ca 
tuturor componenţilor ei să le revină valoarea de adevăr ade¬ 
văr. în acest fel, din adevărul disjuncţiei nu rezultă nimic, 
în mod necesar, pentru valoarea de adevăr a conjuncţiei cores¬ 
punzătoare. 

Din analiza făcută rezultă adevărul aserţiunii iniţial făcute, 
după care, între conjuncţie şi disjuncţie există un raport de 
subalternare, analog celui clasic dintre judecăţile universale 
şi cele particulare de aceeaşi calitate. Din adevărul supraalter- 
nului (conjuncţia) rezultă în mod necesar adevărul subalternu¬ 
lui (disjuncţia); la fel, din falsitatea subalternului, rezultă 
în mod necesar falsitatea supraalternului. în continuare, din 
falsitatea supraalternului nu rezultă nimic. în mod necesar, 
pentru valoarea de adevăr a subalternului iar din adevărul 
subalternului nu rezultă nimic, în mod necesar, pentru valoarea 
de adevăr a supraalternului. Un raport întrutotul identic există 
şi între operatorul „nici .. . nici ... ”, ca supraaltern şi 
incompatibilitate, ca subaltern. 

în schimb, raportul existent între conjuncţie şi operatorul 
„nici... nici...” este analog raportului de contrarietate 
dintre judecăţile de predicaţie universale. Astfel, dacă conjunc¬ 
ţiei îi corespunde valoarea de adevăr adevăr, înseamnă că toţi 
componenţii ei sînt adevăraţi şi în consecinţă, funcţia de ade- 
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văr constituită din aceiaşi componenţi conectaţi între ci de 
operatorul „nici ... nici ...” va fi în mod necesar falsă. 
Este cunoscut că pentru operatorul „nici . . . nici ...” este 
suficient un singur component adevărat pentru a da naştere 
unei funcţii de adevăr false. în schimb, pentru ca o funcţie 
de adevăr, alcătuită de operatorul „nici ... nici ...” să fie 
adevărată este necesar ca fiecăruia din componenţii ei să-i 
corespundă valoarea de adevăr fals, dar acest fapt atrage 
după sine în mod necesar falsitatea conjuncţiei corespunzătoa¬ 
re. Dacă pornim din nou de la conjuncţie, pe care o considerăm 
de data aceasta falsă, nu vom putea infera nimic, în mod nece¬ 
sar, cu privire la valoarea de adevăr a funcţiei de adevăr cores¬ 
punzătoare, alcătuită de operatorul „nici . . . nici . . . ”. Mai 
precis, dacă un singur component al conjuncţiei este fals, atunci 
funcţia de adevăr corespunzătoare acestei conjuncţii, alcătui¬ 
tă din operatorul „nici . . . nici ...” va fi la rîndul ei falsă, 
dar dacă falsitatea conjuncţiei se datoreşte falsităţii tuturor 
componenţilor ei, atunci, fără îndoială că cea de a doua funcţie 
de adevăr, cea alcătuită de operatorul „nici ... nici ... ”, 
va fi adevărată. într-un mod cu totul analog, din falsitatea 
unei funcţii de adevăr alcătuită de operatorul „nici . . . nici 
...” nu putem infera nimic, în mod necesar, cu privire 3a va¬ 
loarea de adevăr a conjuncţiei corespunzătoare, căci opera¬ 
torul „nici ... nici ...” dă naştere unei funcţii de adevăr 
false în două situaţii: cînd numai unul din componenţii acestei 
funcţii are valoarea de adevăr adevăr, sau cînd toţi componenţii 
ei au valoarea de adevăr adevăr. în prima situaţie, conjuncţia 
corespunzătoare va fi la rîndul ei falsă, dar în cea de a doua 
situaţie ea va fi adevărată. Fără îndoială că analiza de mai sus 
pune în evidenţă faptul că între conjuncţie şi operatorul 
„nici . . . nici ...” există un raport de contrarietate, căci 
funcţiile de adevăr alcătuite de cei doi operatori binari ai CP 
dacă au, evident, aceiaşi componenţi, nu pot fi adevărate 
ambele, în acelaşi timp şi sub acelaşi raport, dar pot fi ambele 
false. 

Relaţia ce există între disjuncţie şi incompatibilitate poate 
fi caracterizată drept un raport de subcontrarietate. Astfel, 
pentru ca disjuncţia să fie falsă trebuie ca toţi componenţii 
ei să fie falşi, dar în acest caz, în mod necesar, incompatibili¬ 
tatea va fi adevărată. Dacă incompatibilitatea este falsă, 
asta înseamnă că toţi componenţii ei sînt adevăraţi şi deci, 
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în mod necesar, disjuncţia corespunzătoare ei va fi adevă¬ 
rată. Reţinem deci: singura condiţie de falsitate a disjuncţiei 
implică în mod necesar adevărul incompatibilităţii şi reciproc, 
singura condiţie de falsitate a incompatibilităţii implică în 
mod necesar adevărul disjuncţiei. în schimb, din adevărul 
disjuncţiei nu rezultă nimic, în mod necesar, privitor la valoa¬ 
rea de adevăr a incompatibilităţii, iar din adevărul incompati¬ 
bilităţii nu rezultă nimic, în mod necesar, pentru valoarea de 
adevăr a disjuncţiei. Pentru ca o disjuncţie să fie adevărată, 
este suficient ca cel puţin un component al ei să fie adevărat, 
dar aceasta nu este un criteriu sigur pentru valoarea de adevăr 
a incompatibilităţii. Dacă numai un singur component este 
adevărat, incompatibilitatea este adevărată şi ea, dar dacă toţi 
componenţii funcţiei de adevăr sînt adevăraţi, atunci incompa¬ 
tibilitatea este falsă. Mai departe, dacă incompatibilitatea 
este adevărată, înseamnă că cel puţin unul din componenţii ei 
este fals, dar nu este deloc exclus să fie falşi chiar toţi. Dacă 
numai unul singur este fals, disjuncţia corespunzătoare este 
adevărată, dar dacă toţi componenţii ei sînt falşi, disjuncţia 
corespunzătoare este falsă şi ea. Concluzia analizei noastre 
este că între disjuncţie şi incompatibilitate există un astfel 
de raport incit ambii operatori nu pot forma simultan, adică 
în acelaşi timp şi sub acelaşi raport, două funcţii de adevăr 
false. In schimb, cele două funcţii de adevăr pot fi simultan 
adevărate. Numele unui astfel de raport nu poate fi altul decît 
raport de subcontrarietate. 

în sfîrşit, între conjuncţie şi incompatibilitate, pe de o parte, 
şi între operatorul „nici . . . nici ...” şi disjuncţie, pe de altă 
parte, există un astfel de raport incit cu ajutorul negaţiei se 
poate trece de la unul la celălalt. Astfel, dacă considerăm con¬ 
juncţia, atunci incompatibilitatea apare ca negaţie a sa. La 
fel, dacă pornim de la incompatibilitate, conjuncţia apare 
ca negaţie a incompatibilităţii. 0 astfel de situaţie sugerează 
existenţa unui raport de contradicţie între operatorii care 
formează perechile mai sus indicate. Vom analiza numai rapor¬ 
tul dintre conjuncţie şi incompatibilitate. Raportul dintre 
operatorul „nici ... nici ...” şi disjuncţie este întrutotul 
analog primului. 

Prin urmare, presupunînd conjuncţia ca fiind adevărată, 
ştim că acest lucru este posibil numai dacă toţi componenţii 
ei sînt adevăraţi. Dar adevărul tuturor componenţilor este 
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singura condiţie de falsitate pentru incompatibilitate. Deci, 
dacă conjuncţia este adevărată, atunci, în mod necesar, in¬ 
compatibilitatea este falsă. Considerăm acum conjuncţia ca 
fiind falsă. De data aceasta rezultă că cel puţin unul din com¬ 
ponenţii conjuncţiei este fals, dar tocmai aceasta este condi¬ 
ţia de adevăr pentru incompatibilitate şi deci, dacă conjuncţia 
are valoarea de adevăr fals, incompatibilitatea are în mod 
necesar valoarea de adevăr adevăr. Mai departe, condiţia de 
adevăr a incompatibilităţii este condiţie necesară a falsităţii 
conjuncţiei şi deci, dacă incompatibilitatea este adevărată, 
în mod necesar conjuncţia corespunzătoare ei este falsă. Dacă 
incompatibilitatea este falsă, atunci toţi componenţii ei sînt 
adevăraţi, dar atunci, în mod necesar, conjuncţia corespunză¬ 
toare este adevărată. In concluzie, între conjuncţie şi incompa¬ 
tibilitate există un raport de contradicţie. Acelaşi raport exis¬ 
tă între operatorul „nici . . . nici ...” şi disjuncţie. 

Toate acestea fac posibilă reprezentarea raporturilor dintre 
operatorii analizaţi — conjuncţie, operatorul „nici ... 
nici ... ”, disjuncţie şi incompatibilitate — printr-o diagramă 
similară pătratului logic al judecăţilor de predicaţie. Prin 
urmare, diagrama din figura (14.1) consemnează raporturile 
dintre operatorii ce formează sub-clasa (c x ). 

Dacă vom analiza în aceeaşi manieră raporturile dintre 
operatorii ce formează sub-clasa (c 2 ), vom constata aceleaşi 
raporturi ca între operatorii ce formau prima sub-clasă. Nu 
mai este necesar să dezvoltăm şi în acest caz o analiză detaliată 
asupra felului în care se interferează valorile de adevăr ale 
funcţiilor de adevăr alcătuite de aceşti operatori şi ne mul- 
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ţumim doar a indica pătratul logic ce consemnează raporturile 
dintre aceşti operatori. 

în prezentarea acestor două diagrame — figurile (14.1) 
şi (14.2) — care reprezintă relaţiile dintre operatorii CP ce 
formează, din perspectiva dualităţii, cea de a doua clasă, noi 
nu avem pretenţia de a susţine că ele nu au mai fost prezentate 
pînă acum. Pentru a folosi doar un exemplu, ele apar la R. 
Blanche [10 p. 56]*. Ceea ce susţinem este însă legătura din¬ 
tre dualitate şi raporturile dintre operatorii analizaţi. Alt¬ 
fel spus, cele două pătrate logice nu sînt nişte simple curiozi¬ 
tăţi. Mai mult chiar, raporturile înscrise pe laturile şi diagona¬ 
lele acestor pătrate nu sînt rezultatul unei întîmplări, al fap¬ 
tului că valorile de adevăr ale acestor operatori „s-au potrivit” 
în aşa fel încît ei au putut fi ordonaţi în diagrame analoage 
pătratului clasic al judecăţilor de predicaţie. Modul în care 
am analizat raporturile dintre operatorii ordonaţi în pătratul 
din figura(14.1), mod care putea fi pus în evidenţă şi în ana¬ 
liza raporturilor dintre operatorii aşezaţi în pătratul logic 
din figura (14.2), ne arată că nu este vorba de un simplu acci¬ 
dent, ci că putem trece de la valoarea de adevăr a unei funcţii 
de adevăr la valoarea de adevăr a altora pe calea unor inferen¬ 
ţe identice cu cele proprii pătratului clasic al judecăţilor de 
predicaţie. Nu intenţionăm a susţine că vreunul din pătratele 


* în conformitate cu W. H. Gottschalk [20 p. 193 ], această chestiune 
a fost studiată şi de Arnold Schmidi în Syslematische Basisreduktion der 
Modalilăten bei Idempotenz der Posiliven Gritndmodalilâten , Mathematische 
Annalen, voi. 122/1950, pp. 71 — 89. 
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logice prezentate ar fi mai mult decît asemănător pătratului 
clasic al judecăţilor de predicaţie. Mai precis, respingem ideea 
că vreunul din aceste pătrate ar traduce pătratul logic clasic 
într-un fel sau altul. Oricît de departe am merge cu asemă¬ 
narea dintre pătratele logice prezentate în acest paragraf şi 
pătratul logic clasic, nu putem uita că ele se deosebesc cel puţin 
prin elementele care intră în raporturi în fiecare dintre ele. 
Dorim însă să subliniem că aceste două pătrate logice sînt 
la fel de fireşti, la fel de consistente din punct de vedere logic 
ca şi ceea ce logica a înregistrat sub numele de „pătratul logic 
al lui Boethius”. 

Ceea ce este specific acestor noi pătrate logice, ceea ce face 
posibilă construcţia lor, este un anumit raport dintre duali¬ 
tate şi negaţie. Arătam mai sus că, atît pentru operatorii din 
sub-clasa (cj), cît şi pentru cei din sub-clasa (c 2 ) a celei de a 
doua clase, dualul este distinct atît faţă de negaţia operatoru¬ 
lui supus dualizării cît şi faţă de afirmaţia aceluiaşi operator. 
E adevărat că, numai operatorii care se bucură de această 
proprietate, asupra căreia vom reveni în următoarele para¬ 
grafe, numai aceşti operatori pot da naştere unui pătrat logic 
consistent. Noi am observat că analiza celor opt operatori 
cuprinşi în cea de a doua clasă ne-a permis să alcătuim,, în 
mod coerent, două pătrate logice. în afară de operatorii deja 
luaţi în consideraţie în această ordine de idei, mai dispunem 
de încă opt operatori binari la nivelul CP, dintre care jumătate 
formează prima clasă, iar ultima jumătate constituie ultima 
clasă constituită de noi în perspectiva principiului duali¬ 
tăţii. 

Să încercăm o analiză similară ca cea anterioară pentru 
operatorii din prima clasă : Vpq , Epq , Jpq şi Opq. Nu este deloc 
dificil să observăm că de data aceasta nu mai avem posibili¬ 
tatea unor inferenţe de la valoarea de adevăr a unei funcţii 
la valoarea de adevăr a altei funcţii, aşa cum acest lucru a fost 
posibil pentru operatorii din cea de a doua clasă. Mai precis, 
nici nu se pune problema de a infera ceva, pornind de la falsi¬ 
tatea funcţiei Vpq, întrucît această funcţie reprezintă o lege 
logică care nu e niciodată falsă. La fel, un alt exemplu îl poate 
oferi încercarea de a infera ceva pornind de la adevărul funcţiei 
Opq, care fiind totdeauna falsă, nu permite o astfel de infe¬ 
renţă. 
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Prima alternativi A douc D || e rnativă 

a) b) 

Figura 6 (14.3) 


Imposibilitatea de a infera în maniera cunoscută ca specifică 
„pătratului lui Boethius”, pune la îndoială posibilitatea de a 
ordona operatorii din prima clasă într-un astfel de pătrat 
logic. Spunem aceasta întrucît, în mod imediat, tocmai aceste 
inferenţe erau criteriul care indica cu siguranţă ce poziţie 
trebuie să ocupe o funcţie de adevăr anumită în cadrul pătra¬ 
tului logic. Întrucît, posibilitatea unor astfel de inferenţe este 
exclusă, vom căuta totuşi să construim un pătrat logic al opera¬ 
torilor din prima clasă, dar bazîndu-se pe felul în care ,,se 
potrivesc” între ele valorile de adevăr definitorii pentru aceşti 
operatori. 

Vom putea constata că operatorii din prima clasă ne permit, 
în baza criteriului folosit, să construim cu ajutorul lor, nu un 
singur pătrat logic, ci cel puţin două — figura (14.3) — fără 
însă a dispune de un criteriu care să ne oblige a accepta numai 
una dintre variante. 

Analiza cît de sumară a celor două alternative pentru opera¬ 
torii din prima clasă pune în evidenţă necesitatea de a le res¬ 
pinge. Motivul este simplu: cele două scheme se contrazic. 
Astfel, nu putem accepta simultan că între Opq şi Jpq avem 
un raport de contrarietate (conform primei alternative) şi 
că între aceiaşi operatori avem şi un raport de subalternare 
(conform celei de a doua alternative). La fel, nu putem accepta 
faptul că, în baza primei alternative, între Epq şi Vpq există 
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un raport de subcontrarietate, dar în acelaşi timp, tot între 
Epq şi Vpq, există un raport de subalternare, aşa cum rezultă 
prin cea de a doua alternativă. Considerăm că cele de pînă 
acum sînt suficiente cel puţin pentru a respinge acceptarea 
ambelor alternative. 

Să vedem dacă e posibil a accepta numai una dintre alterna¬ 
tive, prima să spunem. Fără îndoială că între Opq şi Vpq este 
un raport ca de la afirmaţie la negaţie. Dar în relaţia dintre 
Opq şi Vpq nu putem constata posibilitatea unor inferenţe 
proprii raportului de contradicţie dintre judecăţile de predi- 
caţie. Deci, dacă avem aici o relaţie ce poate fi redată printr-o 
disjuncţie exclusivă, asemănător raportului de contradicţie 
dintre judecăţile de predicaţie, ea nu este totuşi aceeaşi cu 
raportul de contradicţie propriu pătratului logic. O situaţie 
similară va rezulta şi pentru pretinsele raporturi de contrarie- 
tate dintre Opq şi Jpq, sau de subcontrarietate dintre Epq 
şi Vpq. Dar dacă situaţia acestor trei raporturi de opoziţie 
ar putea să ne mai pună încă la îndoială în a respinge posibi¬ 
litatea unui pătrat logic al operatorilor din prima clasă, luarea 
în consideraţie a pretinsului raport de subalternare face 
această respingere indubitabilă. Motivul este simplu: acest 
tip de raport nici nu există între operatorii din prima clasă. 

Noi nu negăm însă că de la Opq la Epq poate exista o impli¬ 
caţie. Nu respingem nici ideea că acolo unde există un raport 
de subalternare, există şi o implicaţie de la supraaltern ca 
antecedent, la subaltern, drept consecvent, dar respingem 
ideea că oriunde este o implicaţie este şi un raport de subalter¬ 
nare. în cazul primei alternative din figura (14.3) avem toc¬ 
mai un astfel de exemplu. De la Opq la Epq avem o implicaţie, 
dar nu avem un raport de subalternare. La fel, se poate spune 
că între Opq şi Vpq există o disjuncţie exclusivă, dar nu există 
un raport de contradicţie specific pătratului logic; între Opq 
şi Jpq există o incompatibilitate, dar nu şi un raport clasic 
de contrarietate, iar între Epq şi Vpq, fără îndoială că există 
o disjuncţie, dar nu există un raport de subcontrarietate, aşa 
cum am constatat nu numai în pătratul logic clasic al judecăţi¬ 
lor de predicaţie, ci şi în cele reprezentate în figurile (14.1) 
şi (14.2). în cazul în care vom încerca să acceptăm numai cea 
de a doua alternativă din figura (14.3), discuţia asupra ei ne 
va duce la aceleaşi concluzii ca în cazul primei alternative. 
Conchidem deci că pentru operatorii ce formează prima clasă 
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şi cărora le este caracteristică proprietatea ca, în cazul lor, 
dualul să se confunde cu negaţia operatorului supus operaţiei 
de dualizare, nu este posibilă alcătuirea unui pătrat logic care 
să se bucure de aceleaşi proprietăţi ca şi pătratele logice ante¬ 
rioare. O primă motivaţie a acestei situaţii constă în aceea 
că între operatorii consideraţi acum nu sînt posibile inferenţe 
de natura celor specifice pătratului logic. 

Vom încerca acum să ne referim la ultimul grup de patru 
operatori, cei care formează cea de a treia clasă şi în plus sînt 
cunoscuţi sub numele de auto-duali. Nu este cazul să insistăm 
prea mult asupra relaţiilor dintre aceşti operatori pentru a 
ne da seama că între ei nu sînt posibile inferenţe care să ne 
permită ordonarea lor într-un pătrat logic analog celui clasic, 
sau celor corespunzătoare grupurilor de operatori din cea de 
a doua clasă. Deci nu e nevoie să insistăm prea mult întrucît 
aici, după ce am stabilit că între Fpq şi Ipq, pe de o parte, şi 
între Gpq şi Hpq, pe de altă parte, există un raport ca de la 
afirmaţie la negaţie, nu vom mai putea constata nimic care, 
măcar să ne amintească de inferenţele proprii pătratului logic, 
în consecinţă, putem declara că operatorilor auto-duali nu le 
este proprie o schemă logică analoagă pătratului logic clasic, 
adică de fapt între ei nu există acele raporturi logice care să 
ne permită alcătuirea unei astfel de scheme. 

Reluînd, acum retrospectiv, analiza efectuată asupra rapor¬ 
turilor dintre operatorii binari ai CP, încadraţi în trei clase 
după criteriul dualităţii, putem spune că numai în cadrul celei 
de a doua clase am putut constata, atît pentru operatorii 
primei sub-clase, cît şi pentru cei ai celei de a doua sub-clase, 
existenţa unor astfel de raporturi care permit între ei inferenţe 
analoage celor proprii pătratului logic al judecăţilor de pre- 
dicaţie. De asemenea, făcînd abstracţie de criteriul acestor 
raporturi şi al inferenţelor corespunzătoare lor, putem construi 
aşa-zise pătrate logice şi pentru alte grupuri de operatori. 
Dacă spargem barierele claselor alcătuite şi dacă vom reduce 
subalternarea la o implicaţie, contrarietatea la o incompatibili¬ 
tate, contradicţia la o disjuncţie exclusivă şi subcontrarieta- 
tea la o disjuncţie, atunci vom putea obţine un număr şi mai 
mare de astfel de scheme logice. Dar, cu excepţia celor adoptate, 
nici unul din aceste pătrate nu va corespunde ideii clasice de 
pătrat logic. Acest fapt nu ar fi de luat în consideraţie dacă 
totuşi, între aceşti operatori s-ar putea constata existenţa 



unor astfel de raporturi care să permită trecerea de la unul 
la altul pe baza unor inferenţe riguroase, chiar altele decît 
cele specifice pătratului logic clasic, dar tocmai acest lucru 
nu este realizabil şi ca atare ne vedem obligaţi să reţinem nu¬ 
mai pătratele logice reprezentate în figurile (14.1) şi (14.2). 
Alături de aceste două pătrate logice, la nivelul CP, mai pot 
fi consemnate un al treilea în care elementele ce intră în rapor¬ 
turi sînt membrii echivalenţelor cunoscute sub numele de legile 
lui Augustus De Morgan şi datorat lui A. N. Prior [42 p. 78] 
şi un al patrulea, asupra căruia vom mai reveni, datorat lui 
R. Stoichiţă [46 p. 145—162]. 

5. OPERATORI DUALI ARMONIC CONJUGAŢI 

Este cunoscut faptul că în construcţia tabelului nr. 1 a fost 
utilizat un procedeu combinatoriu care a realizat epuizarea 
tuturor posibilităţilor de combinare a valorilor de adevăr 1 
şi 0, în soluţia funcţiilor de adevăr de două variabile propozi- 
ţionale conectate de un operator al CP. Ca rezultat al aplicării 
acestui procedeu combinatoriu, au fost obţinute exact 16 gru¬ 
pări diferite ale valorilor de adevăr acceptate de logica stan¬ 
dard, fapt care conduce la ideea că operatorii CP asociaţi 
acestei logici sînt în număr de 16, fiecare din ei aflîndu-şi defi¬ 
niţia într-o grupare distinctă a valorilor de adevăr din tabelul 
nr. 1. Dar utilizarea acestui procedeu combinatoriu a condus 
şi la o anumită ordine a celor 16 operatori, astfel încît, fiecăruia 
din ei îi corespunde în tabelul nr. 1 o anumită poziţie desemna¬ 
tă printr-un număr. Pentru a indica pe oricare din cei 16 ope¬ 
ratori ai CP cuprinşi în tabelul nr. 1 este suficient să indicăm 
numărul poziţiei sale. Prin urmare, putem reproduce, într-un 
fel, tabelul nr. 1 printr-un simplu şir de cifre de la 1 la 16, 
în care operatorii înscrişi de noi în sub-clasa (cj) au fost înscrişi 
într-un cerc, iar cei din sub-clasa (c 2 ) într-un pătrat: 
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în continuarea discuţiei de mai sus, precizăm că, în figura 
(15.1) linia continuă leagă între ei dualii, iar linia punctată 
leagă între ele negaţiile. Presupunem că fiecare din cifrele de 
la 1 la 16, incluse de şirul din figura (15.1), are o dublă semni¬ 
ficaţie. Pe de o parte, fiecare membru al acestui şir reprezintă, 
aşa cum s-a stabilit, un anumit operator binar al CP, iar pe 
de altă parte, fiecare număr din acest şir reprezintă un punct 
pe o dreaptă. Pornind de la această a doua semnificaţie a mem¬ 
brilor ce formează şirul din figura (15.1), vom putea spune că 
numerele de la 1 la 16 inclusiv reprezintă, într-o terminologie 
geometrică, puncte colineare pe segmentul de dreaptă delimi¬ 
tat de punctele 1 şi 16. Observăm că în şirul de la 1 la 16 nega¬ 
ţiile operatorilor consideraţi sînt simetric ordonate. Dacă luăm 
separat operatorii incluşi anterior în sub-clasa (cj) şi dacă pri¬ 
vind cifrele care îi desemnează drept puncte colineare pe o 
dreaptă şi în plus, dacă ordonarea lor simetrică unul faţă de 
altul în figura (15.1), nu o privim din perspectiva negaţiei 
sau a dualităţii, ci ca un efect al unei proiecţii, atunci, folosind 
un alt termen familiar geometriei proiective, am putea spune 
despre ei că sînt armonic conjugaţi. în acelaşi context, acelaşi 
lucru se poate spune şi despre operatorii care formează sub¬ 
clasa (c 2 ). 

Interpretarea pe care am dat-o mai sus operatorilor conjunc¬ 
ţie, disjuncţie, incompatibilitate şi „nici . . . nici ...” pe 
de o parte, şi operatorilor implicaţie materială inversă, impli¬ 
caţie materială, negaţia implicaţiei materiale inverse şi nega¬ 
ţia implicaţiei materiale, pe de altă parte, a fost posibilă, fără 
îndoială şi datorită ordinei în care operatorii consideraţi apar 
în figura (15.1) şi în tabelul nr. 1. Dat fiind însă că pentru 
operatorii din cea de a doua clasă, dualul este distinct atît 
faţă de negaţie, cît şi faţă de afirmaţia operatorului supus 
dualizării, oricare ar fi procedeul combinatoriu de construcţie 
a tabelului celor 16 operatori ai CP, aceşti operatori vor ocupa 
totdeauna poziţii distincte în cadrul tabelului, chiar dacă or¬ 
dinea în care vor fi aşezaţi ar crea dificultăţi în a reproduce 
interpretarea cu sonoritate geometrică de mai sus. De fapt, 
ne-am folosit de această interpretare doar cu scopul de a sub¬ 
linia că operatorii discutaţi aici, ocupă poziţii distincte în 
lista operatorilor CP şi că dacă, în construcţia acestei liste, 
ordinea operatorilor este stabilită, cel puţin, în funcţie de 
negaţie, atunci va fi evident că operatorii ce formează a doua 


62 



clasă, din perspectiva negaţiei şi a dualităţii, sînt armonic 
conjugaţi. Dar tocmai în acest sens, această proprietate a 
operatorilor din cea de a doua clasă, de a fi, în conformitate 
cu sub-clasele din care ei fac parte, armonic conjugaţi, o pri¬ 
mim pentru moment ca pe o simplă curiozitate. 

S-ar putea crede că am remarcat această proprietate numai 
datorită rezonanţei ei geometrice, aşa cum dualitatea însăşi, 
ca relaţie de corespondenţă de un tip special, presupune un 
fel de simetrie, alt termen de rezonanţă geometrică. Dar nu 
numai rezonanţa geometrică a numelui de mai sus ne-a făcut 
să-l utilizăm pentru a desemna o proprietate logică, ci şi fap¬ 
tul că acea proprietate logică la care raportăm acest nume, 
este, printr-un punct comun —- dualitatea — extrem de ase¬ 
mănătoare cu ceea ce numele „armonic conjugat” desemnează 
în cadrul geometriei proiective. Începînd de aici vom încerca 
să-i oferim numelui „armonic conjugat” un conţinut logic. 

Astfel, dacă proprietatea după care dualul negaţiei unei 
funcţii de adevăr este echivalent cu negaţia dualului aceleiaşi 
funcţii de adevăr, proprietate pe care, în paragrafele anterioare 
am indicat-o numai prin nişte exemple de operatori din cea 
de a doua clasă, poate fi extinsă asupra tuturor operatorilor 
CP, aşa cum vom dovedi în paragrafele următoare, proprie¬ 
tatea după care un operator este distinct atît faţă de dualul său, 
cit şi faţă de negaţia sa, aparţine în mod exclusiv numai opera¬ 
torilor incluşi în cea de a doua clasă. Această ultimă proprie¬ 
tate convenim să o numim prin termenul „armonic conju¬ 
gat”. 

Cu scopul de a oferi o cît mai clară explicaţie a sensului 
cu care dorim să utilizăm acest termen, reamintim că am con¬ 
statat — în ceea ce priveşte cei 16 operatori ai CP pe care ni-i 
prezintă tabelul nr. 1 — că numai pentru 8 dintre ei, împărţiţi 
în două grupe de cîte patru, putem aserta, în cadrul fiecărui 
grup, existenţa unor astfel de raporturi ce pot fi reprezentate 
printr-un pătrat logic analog celui de tip clasic. Dacă comparăm 
fiecare din aceste sub-clase de cîte patru operatori, cu celelalte 
clase de operatori, respectiv, prima şi cea de a treia clasă, 
ambele fiind constituite tot din patru operatori, vom constata 
că ceea ce îi distinge pe primii opt de restul operatorilor 
este faptul că în cazul lor, fiecare operator este distinct, atît 
faţă de dualul său, cît şi faţă de negaţia sa. Altfel spus, fiind 
dat oricare dintre aceşti operatori, el presupune, e un fel de 
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a spune, trei forme distincte: operatorul dat, dualul operatorului 
dat şi negaţia operatorului dat. In plus, fiecăruia dintre aceşti 
operatori îi revine şi calitatea, e adevărat mai generală, după 
care, dualul negaţiei sale este echivalent cu negaţia dualului 
său. 

Dacă luăm împreună cele două proprietăţi la care ne-am 
referit imediat mai sus şi dacă pornim de la un operator oare¬ 
care din a doua clasă, stadiul iniţial (operatorul ales) numindu-1 
faza o, vom putea constata în total patru faze distincte de 
raportare a operatorului iniţial, în conformitate cu cele două 
proprietăţi. Prima fază o constituie raportarea operatorului 
ales la el însuşi şi o numim faza a. A doua treaptă este rapor¬ 
tarea operatorului dat la negaţia sa, faza b. AI treilea etaj 
este raportarea operatorului dat la dualul său, faza c. în sfîrşit, 
operatorul ales se mai poate raporta la negaţia dualului său, 
sau la dualul negaţiei sale, care, fiind situaţii echivalente, 
pot fi redate ambele drept faza d. Dacă operatorul iniţial este 
un astfel de operator care se bucură de prima proprietate, 
adică dualul operatorului dat este distinct atît faţă de negaţia 
operatorului dat, cît şi faţă de operatorul dat însuşi, atunci 
pentru fiecare din fazele o, b, c, şi d avem un operator dis¬ 
tinct la care se raportează operatorul dat. Vom avea, în conse¬ 
cinţă, patru operatori care formează un grup de sine stătă¬ 
tor, după criteriul dualităţii. Grupul este astfel constituit 
încît, oricare ar fi operatorul ales dintre cei patru, el îşi găseşte 
printre ceilalţi trei, în mod distinct, un operator care poate fi 
definit drept negaţia sa, un altul care poate fi definit drept 
dualul său şi, în sfîrşit, un altul care poate fi definit fie drept 
negaţia dualului său, fie drept dualul negaţiei sale. Anterior, 
ne-am referit la astfel de operatori — cei ce formează sub¬ 
clasele celei de a doua clase sînt exemple de astfel de grupuri — 
dar am privit corelaţia lor numai sub aspectul modului în care 
ei sînt ordonaţi în tabelul celor 16 operatori binari ai CP şi 
întrucît am constatat atunci un anumit aspect particular pri¬ 
vind această ordine a lor, am delimitat acest aspect printr-un 
termen împrumutat de la geometria proiectivă spunînd des¬ 
pre ei că sînt armonic conjugaţi. în măsura în care atunci acest 
nume nu primise încă o semnificaţie logică, am semnalat 
proprietatea amintită doar sub titlul de curiozitate. Credem 
că acum putem să oferim acestui nume împrumutat din geo¬ 
metrie o semnificaţie logică, majoră din punctul de vedere 
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al dualităţii. în acest sens, dacă avem un grup de patru opera¬ 
tori distincţi astfel încît oricare ar fi operatorul ales din cei patru , 
între ceilalţi trei noi putem găsi negaţia primului , dualul pri¬ 
mului şi negaţia dualului sau dualul negaţiei primului, atunci 
vom spune că cei patru operatori consideraţi iniţial se bucură 
de proprietatea de a fi armonic conjugaţi. 

Din analiza celor 16 operatori binari ai CP a rezultat că 
numai opt, luaţi în grupuri de cîte patru, se bucură de proprie¬ 
tatea de a fi armonic conjugaţi. Este vorba de operatorii care 
formează sub-clasa (cj şi de cei care formează sub-clasa {cfţ. 
în plus, ca o concluzie a celor discutate pînă acum, vom spune 
că, dacă şi numai dacă patru operatori distincţi se bucură 
de proprietatea de a fi armonic conjugaţi, atunci între ei există 
astfel de raporturi care fac posibilă ordonarea lor într-un 
pătrat logic coerent.* Putem chiar preciza că cei patru opera¬ 
tori armonic conjugaţi, vor fi aşezaţi în pătratul logic, cores¬ 
punzător lor, într-un anume fel. Astfel, între operatorul ales 
ca punct de plecare şi negaţia sa există un raport de contra¬ 
dicţie şi deci trebuie aşezaţi pe una din diagonalele pătratului, 
între operatorul dat şi cel definit drept dualul său există un 
raport de subalternare şi deci ei urmează să fie aşezaţi pe una 
din laturile verticale ale pătratului. în sfîrşit, ne-a rămas un 
al treilea operator, dar acesta nu poate fi luat drept un criteriu 
sigur pentru a stabili cu precizie, pe baza lui, ce poziţie va 
ocupa în pătratul logic fiecare din cei patru operatori armonic 
conjugaţi. Pe de o parte, acest ultim operator are un caracter 
dublu: el este în acelaşi timp, depinde de calea ce e urmată 
spre el, şi dualul negaţiei şi negaţia dualului primului opera¬ 
tor. Pe de altă parte, dacă începem această a doua parte a 
analizei chiar de la acest ultim operator, vom putea descoperi 
doar două lucruri. Primul, vom descoperi în el contradictoriul 
dualului primului operator şi, pe această bază, vom determina 
că el trebuie aşezat, împreună cu dualul primului operator 
pe cealaltă diagonală a pătratului. Al doilea, vom putea sta¬ 
bili că el se află în raport de dualitate cu operatorul aflat în 
raport de contradicţie cu primul operator şi de aici vom putea 

* Prin expresia „pătrat logic coerent” sau „pătrat logic consistent’ 
înţelegem o schemă în care funcţionează perfect toate inferenţele proprii 
raporturilor de subalternare, contrarietate, contradicţie şi subcontrarie- 
tate. 
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conchide că el se află în raport de subalternare cu operatorul 
definit iniţial drept negaţia operatorului dat şi deci trebuie 
aşezat, împreună cu acest operator, pe cealaltă latură verti¬ 
cală a pătratului. Dar nu am putut desprinde din cele de pînă 
acum, între ce operatori vom avea raport de contrarietate şi 
între ce operatori vom avea raport de subcontrarietate. Pentru 
a clarifica această ultimă chestiune, facem apel la una din 
perechile de operatori între care există un raport de duali¬ 
tate şi testăm în ce ordine trebuie aşezaţi pentru a forma 
o implicaţie validă. Antecedentul acestei implicaţii va fi supra- 
alternul, iar consecventul va fi subalternul raportului de sub¬ 
alternare ales. Evident, alegînd implicaţia drept un criteriu 
pentru a stabili sensul unuia din raporturile de subalternare 
nu am comis nici o eroare căci nu existenţa, ci numai sensul 
raportului de subalternare a fost stabilit folosind drept criteriu 
implicaţia. Dar dacă a fost stabilit sensul unuia dintre rapor¬ 
turile de subalternare, cunoscînd între ce operatori există 
raport de contradicţie şi între care operatori există celălalt 
raport de subalternare, locul ocupat în cadrul pătratului logic 
corespunzător lor, de cei patru operatori armonic conjugaţi, 
poate fi indicat acum cu precizie. 

Cu scopul de a oferi un exemplu, vom lua grupul de opera¬ 
tori armonic conjugaţi înscrişi în cele două tabele anterior 
date la numerele (2), (5), (12) şi (15), adică operatorii care 
formează prima subclasă a celei de a doua clase. Să pornim 
în desfăşurarea exemplului nostru cu operatorul înregistrat 
la numărul (2), adică Apq — disjuncţia. în conformitate cu 
tabelul nr. 1, operatorul înscris la numărul (15), adică Xpq — 
operatorul „nici ... nici ...”, poate fi definit drept nega¬ 
ţia primului. De aici rezultă că între Apq şi Xpq există un 
raport de contradicţie. Cei doi operatori urmează a fi aşezaţi 
pe una din diagonalele pătratului logic ce va corespunde celor 
patru operatori armonic conjugaţi luaţi în discuţie, dar nu 
ştim care dintre ei urmează a fi aşezat în partea de sus şi care 
în partea de jos a diagonalei. Mergînd mai departe, constatăm 
că, în conformitate cu tabelul nr. 2, operatorul aflat la numărul 
(12), Kpq, adică conjuncţia, se află în raport de dualitate cu 
Apq, disjuncţia. Urmează că între Apq şi Kpq există un raport 
de subalternare, numai că încă nu ştim care din ei este supra- 
altern şi care este subaltern. Cu ajutorul tabelelor nr. 1 şi 
nr. 2 vom putea constata că, faţă de Apq, ultimul operator 
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rămas în discuţie, cel înscris la numărul (5), Dpq, adică incom¬ 
patibilitatea, poate fi definit drept dualul negaţiei sale, dar 
şi drept negaţia dualului său. Dacă am încerca să pornim acum 
de la Dpq , am mai putea stabili că el se află în raport de 
contradicţie cu dualul lui Apq , adică cu Kpq şi în plus că, 
întrucît el se află în raport de dualitate cu negaţia lui Apq, 
adică cu operatorul „nici . . . nici . . . între ei doi există un 
raport de subalternare. Datele obţinute pînă acum sînt insufi¬ 
ciente însă pentru a ne arăta configuraţia precisă a pătratului 
logic corespunzător operatorilor luaţi în discuţie. Pentru a 
afla soluţia finală revenim la unul din raporturile de suballer- 
nare, să spunem la primul, adică la cel dintre Apq şi Kpq. 
Dacă testăm care dintre ei poate fi antecedent şi care consec¬ 
vent într-o implicaţie validă, răspunsul nu poate fi decît unul 
singur: conjuncţia este antecedent, iar disjuncţia este consec¬ 
vent. Problema pusă iniţial este rezolvată: primul raport 
de subalternare este de la Kpq la Apq, în cadrul raportului 
de contradicţie dintre Apq şi Xpq, disjuncţia va fi aşezată 
sub conjuncţie în partea de jos a diagonalei, iar Xpq în partea 
de sus a diagonalei, deci pe latura orizontală de sus a pătra¬ 
tului, împreună cu conjuncţia, iar Dpq, incompatibilitatea, 
aflată în raport de contradicţie cu conjuncţia, va fi aşezată 
în partea de jos a diagonalei încă necompletată şi deci. împre¬ 
ună cu disjuncţia, va ocupa latura orizontală de jos a pătratu¬ 
lui. In acest sens, putem completa lista raporturilor desco¬ 
perite pînă acum: raportul de contrarietate există între Kpq 
şi Xpq, iar raportul de subcontrarietate se stabileşte între 
Apq şi Dpq. Evident, o singură chestiune ai - mai rămîne de 
precizat. Descoperind unul sau ambele raporturi de subalter¬ 
nare, dacă nu dispunem de un criteriu anterior stabilit, alege¬ 
rea laturii verticale din dreapta sau din stînga pentru unui sau 
altul din cele două raporturi, este o chestiune dc preferinţă. 


6. EXPRESII ALE LOGICII STANDARD ARMONIC CONJUGATE 

Analiza de pînă acum s-a referit la cazul unor operatori 
ce se bucură de proprietatea de a fi armonic conjugaţi. în 
consecinţă, formulele luate în discuţie au prezentat, din punc¬ 
tul de vedere al alcătuirii lor, cazul minim de complexitate: 
un operator şi numai două variabile propoziţionale. Problema 
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care apare acum este dacă proprietatea discutată în paragra¬ 
ful anterior poate fi extinsă la formule ale CP mai compli¬ 
cate. In sensul în care am vorbit despre anumiţi operatori ai 
CP ca fiind armonic conjugaţi, vom încerca, în cele ce urmează, 
să vedem în ce măsură putem vorbi de astfel de formule ar¬ 
monic conjugate. Diferenţa între primul caz şi cel de acum 
este că în locul unui grup de patru operatori distincţi, discu¬ 
ţia noastră are ca obiect patru formule mai complexe distincte. 
Dacă aceste patru expresii sînt armonic conjugate, adică 
dacă luînd una din ele, oricare ar fi ea, ca expresie de bază, 
putem să-i aflăm printre celelalte trei negaţia, dualul şi nega¬ 
ţia dualului sau dualul negaţiei sale, atunci ele pot fi ordonate 
la rîndul lor într-un pătrat logic analog celor construite de 
noi pînă acum. între expresiile noastre ar exista raporturi 
identice cu cele din pătratul logic clasic şi, bineînţeles, inferen¬ 
ţele corespunzătoare acestor raporturi. 

Mai sus, citam drept un exemplu de pătrat logic, construit 
la nivelul CP, pe cel al legilor lui Augustus de Morgan. Membrii 
acestor echivalenţe, luate ca expresii diferite, formează un 
grup de expresii armonic conjugate şi această proprietate 
a lor explică consistenţa pătratului logic care consemnează 
raporturile dintre ele. Dar, discutînd acest pătrat logic, tre¬ 
buie să avem în vedere că elementele raporturilor consemnate 
de pătrat nu reprezintă un moment cu totul nou faţă de 
analiza noastră anterioară. Astfel, expresiile din care este 
alcătuită această schemă sînt: Kpq, Apq, KNpNq şi ANpNq, 
adică, într-un fel, tot formule de minimă complexitate; nu¬ 
mai ultimele două cuprind, în afara unuia din operatorii bi¬ 
nari din sub-clasa (ej şi negaţia, dar ele pot fi înţelese şi ca 
traducere prin intermediul conjuncţiei şi negaţiei, sau al dis- 
juncţiei şi negaţiei a celorlalţi doi operatori ai CP, care, împre¬ 
ună cu conjuncţia şi disjuncţia formează sub-clasa (c L ). 

O situaţie oarecum deosebită o reprezintă pătratul logic 
oferit de R. Stoichiţă, în sensul că formulele ce intră în alcă¬ 
tuirea lui, deşi au în componenţa lor numai operatori din cei 
incluşi de noi în una din sub-clasele celei de a doua clase, to¬ 
tuşi ele prezintă un mai mare grad de complexitate decît 
cazurile anterior discutate. Acest grad mai mare de complexi¬ 
tate al acestor expresii constă în aceea că cele două variabile 
propoziţionale, p şi q, care intră în componenţa lor, apar în 
mod repetat în cadrul aceleiaşi formule. 
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Un astfel de caz îl înscriem ca o primă etapă în analiza 
noastră. Luînd în discuţie formule mai complexe ale CP, 
pentru primul caz situaţia cînd numai două variabile 
propoziţionale apar în mod repetat în cadrul unei expresii, 
trebuie să facem, de la început, o precizare. Ca o concluzie 
firească a celor dobîndite pînă acum, notăm faptul că, oricît 
de complexe ar fi astfel de formule, expresia de bază, de la 
care pornim în analiza noastră, nu trebuie să fie reductibilă, 
în ansamblul ei, Ia unul din operatorii binari ai CP cuprinşi 
în prima sau în cea de a treia clasă. In cazul în care o astfel 
de situaţie s-ar ivi, să spunem că formula aleasă se dovedeşte 
a fi o tautologie, posibilitatea ca, pe baza ei, în sensul preci¬ 
zat în paragraful anterior, să determinăm un grup de patru 
expresii armonic conjugate este exclusă. Nu credem că 
este necesar să aducem o explicaţie suplimentară, căci această 
situaţie se reduce, fără echivoc, la cazurile operatorilor din 
prima clasă sau din cea de a treia clasă, discutate anterior, 
în sfîrşit, în măsura în care aceste expresii nu se dovedesc 
a fi armonic conjugate, ele nu pot fi ordonate într-un pătrat 
logic consistent. 

în schimb, dacă luăm în consideraţie patru expresii alcă¬ 
tuite din operatori binari ai CP şi din numai două variabile 
propoziţionale care apar în mod repetat în cadrul lor, dar 
oricare ar fi expresia aleasă din cele patru, ea nu se dovedeşte 
reductibilă la unul din operatorii incluşi de noi în prima sau 
în cea de a treia clasă şi în plus, expresia aleasă îşi află în cele¬ 
lalte trei negaţia, dualul şi respectiv dualul negaţiei sau nega¬ 
ţia dualului său, atunci cele patru expresii sînt armonic con¬ 
jugate. Intrucît aceste patru expresii se dovedesc a fi ar¬ 
monic conjugate, ele pot fi ordonate într-un pătrat logic con¬ 
sistent şi între ele vom putea constata existenţa raporturilor 
de subalternare, contrarietate, contradicţie şi subcontrarietate 
în sensul precizat în paragraful anterior. Vom lua ca exemplu 
următoarele patru expresii: 

(16.1) CEKpqNpq 

(16.2) KEKpqNpNq 

(16.3) MJApqNpq 

(16.4) AJApqNpNq 
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dintre fiare, dacă luăm expresia (16.1) ca punct de plecare, 
atunci Vom constata în formula (16.2) negaţia sa, în formula 
(16.3) dualul său şi în formula (16.4) dualul negaţiei sale. 
Întrucît expresia (16.1) nu este reductibilă, în ansamblul ei, 
Ia nici unul din operatorii incluşi de noi în prima sau în cea 
de a treia clasă, putem spune că formulele (16.1), (16.2), 
(16.3) şi (16.4) sînt expresii CP armonic conjugate şi, în plus, 
ele pot alcătui un pătrat logic consistent. 

Credem că nu este necesar să insistăm în mod deosebit asu¬ 
pra pătratului logic din figura (16.1) dacă atragem atenţia 
asupra faptului că eventuala sa analiză ne-ar dovedi analogia 
sa cu pătratul logic anterior prezentat în paragraful (1.4), 
prin figura (14.2). 

Pe baza celor spuse pînă în prezent, putem încerca o între¬ 
gire a analizei proprietăţii unor operatori şi a unor formule 
ale logicii standard de a fi armonic conjugate. Astfel, am con¬ 
statat că în cazul în care discuţia noastră s-a limitat la cei 16 
operatori binari ai CP, legătura dintre proprietatea unor 
operatori de a fi armonic conjugaţi şi aceea de a forma un 
pătrat logic asemănător pătratului logic clasic era uşor de 
remarcat. Numai operatorii armonic conjugaţi pot da naştere 
unui pătrat logic consistent. 

Dar, dacă am încercat să lărgim perspectiva analizei noas¬ 
tre la formule mai complexe, pentru moment avem în vedere 
numai formule de tipul celor de mai sus, nu ne-am limitat 
la a afirma că este suficient să constatăm existenţa a patru 
formule — o formulă de bază, negaţia ei, dualul ei şi negaţia 
dualului sau dualul negaţiei ei. în plus, am fost nevoiţi să 



Figura 8 (16.1) 
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introducem o condiţie suplimentară: patru astfel de formule 
pot fi considerate armonic conjugate şi în consecinţă pot da 
naştere unui pătrat logic consistent dacă şi numai dacă, ori¬ 
care ar fi transformările licite aplicabile lor, ele se pot reduce, 
în ultimă instanţă, numai la unul din operatorii binari incluşi 
fie în prima, fie în cea de a doua sub-clasă a celei de a doua 
clase. Avînd în vedere această situaţie, considerăm necesar 
să ne oprim mai în amănunt asupra proprietăţii unor expresii 
de a fi armonic conjugate. 

Pentru aceasta, reamintim că un operator poate fi definit 
ca' armonic conjugat în raport cu alţi trei operatori prin aceea 
că' dualul său este distinct atît faţă de el însuşi, cît şi faţă de 
negaţia sa. Aceasta este suficient pentru a avea certitudinea 
că al patrulea operator înţeles fie ca dualul negaţiei, fie ca 
negaţia dualului primului operator, va fi la rîndul său, distinct 
faţă de toţi ceilalţi trei operatori. 

în acest moment credem că putem reformula proprietatea 
unor operatori de a fi armonic conjugaţi într-o perspectivă 
constructivă, la nivelul expresiilor logicii standard luate în 
discuţie pînă în acest moment. Astfel, vom spune că, dată 
fiind o expresie oarecare, dacă această expresie nu este o tautologie 
sau o contradicţie, dacă ea nu poate fi redusă, în întregul ei, pe 
calea definiţiilor CP, la o echivalenţă sau la disjuncţia exclusivă 
şi dacă nu se dovedeşte a fi o expresie auto-duală, atunci ea poate 
fi luată ca punct de plecare pentru formarea unui grup de expresii 
armonic conjugate. De fapt, această idee se bazează pe o alta 
implicată în discuţia anterioară: proprietatea unor operatori 
de a fi armonic conjugaţi poate fi extinsă la nivelul expresii¬ 
lor logicii standard căci, şi de această dată, ea se realizează 
întrutotul analog nivelului operatorilor : fiind dată o expresie 
oarecare, dacă dualul ei este distinct atît faţă de ea însăşi 
cît şi faţă de negaţia ei, atunci dualul negaţiei sale sau negaţia 
dualului său va fi o expresie distinctă faţă de toate cele trei 
expresii considerate pînă acum. Aceasta înseamnă că cele 
patru expresii se bucură de proprietatea de a fi armonic con¬ 
jugate. 

Prin urmare, fiind dată o expresie oarecare, să o notăm 
cu P, dacă dualul ei, expresia Q, este distinct faţă de P, cît 
şi faţă de negaţia acestei expresii, să spunem R, atunci prin 
ipoteză avem deja date trei expresii distincte: expresia ini¬ 
ţială (P), dualul expresiei iniţiale (Q) şi negaţia expresiei 
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iniţiale ( R ). Acum, dacă Q ar fi echivalent cu P, adică dacă 
dualul ar fi identic cu expresia iniţială, atunci între Q şt R 
ar exista acelaşi raport ca între P şi R. în acest caz, după cum 
R este negaţia lui P, tot aşa R ar fi şi negaţia lui Q. în aceste 
condiţii, negaţia lui Q (negaţia dualului expresiei iniţiale) 
ar fi echivalentă cu negaţia lui P, adică ar fi echivalentă cu 
R. Putem spune deci că, dacă dualul (Q) unei expresii oarecare 
(P) este echivalent cu expresia al cărei dual este, atunci nega¬ 
ţia dualului expresiei iniţiale ar fi echivalentă cu negaţia ex¬ 
presiei iniţiale sau, altfel spus, nu ar mai fi distinct faţă de 
negaţia expresiei iniţiale. Pentru ca acest lucru să se realizeze, 
este însă imperios necesar ca dualul expresiei iniţiale să fie 
echivalent cu expresia iniţială, dar noi am stabilit prin ipoteză 
că avînd o expresie oarecare P şi dualul ei Q, cele două formule 
sînt diferite. Prin urmare, negaţia dualului expresiei iniţiale 
— să notăm această expresie cu S — este distinctă faţă de 
negaţia expresiei iniţiale P, adică faţă de R. 

O altă variantă ar consta în aceea că dualul lui P, expresia 
Q, ar fi identic cu negaţia lui P, adică cu R. Numai sub această 
condiţie, negaţia dualului expresiei iniţiale (S) ar fi identică 
cu negaţia lui R. Altfel spus, asta înseamnă că negaţia dualu¬ 
lui expresiei considerate iniţial, adică expresia 5, este echi¬ 
valentă cu negaţia lui R, adică cu negaţia negaţiei expresiei 
iniţiale, ceea ce înseamnă că S este echivalent cu P. Prin ipo¬ 
teză însă, Q, ca dual al lui P, este o expresie diferită de R ca 
negaţie a lui P şi deci S ca negaţie a dualului lui P este distinctă 
faţă de P. 

Am stabilit pînă acum că S, negaţia dualului expresiei P 
este distincL atît faţă de expresia iniţială P, cît şi faţă de ne¬ 
gaţia acesteia, expresia R — evident, sub supoziţia anunţată : 
P fiind o expresie oarecare, dualul ei, expresia Q, nu se confun¬ 
dă nici cu expresia iniţială, nici cu negaţia acesteia. Pentru 
a completa discuţia ar mai rămîne de precizat că expresia S, 
adică negaţia dualului lui P, este distinctă şi faţă de dualul 
expresiei iniţiale P, adică faţă de expresia Q. Dar această 
distincţie este mai mult decît firească şi ea este obligatorie 
chiar dincolo de supoziţia iniţială. în fond, ca negaţie a dua¬ 
lului lui P, expresia S este de fapt negaţie a lui Q, dualul 
expresiei P şi indiferent de raportul dintre Q şi P, expresi a Q 
ca formulă bine formată (fbf ) a logicii standard nu poate fi 
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gîndită ca echivalentă cu propria sa negaţie, întrucît o astfel 
de echivalenţă este o contradicţie. 

Reamintind faptul că negaţia dualului unei expresii este 
echivalentă cu dualul negaţiei aceleiaşi expresii, putem consi¬ 
dera analiza noastră încheiată. Pe baza celor discutate, putem 
desprinde concluzia că proprietatea unor operatori de a fi 
armonic conjugaţi poate fi extinsă şi la nivelul acelor formule 
ale logicii standard care au făcut obiectul discuţiei pînă în 
prezent. în aceeaşi măsură în care am vorbit de operatori 
armonic conjugaţi, putem vorbi de astfel de expresii armonic 
conjugate. 

Atunci însă cînd am introdus noţiunea de expresii ale logicii 
standard armonic conjugate, am făcut o precizare şi anume 
că: patru expresii dintre care una fiind luată ca punct de 
plecare, putem afla în celelalte trei dualul, negaţia şi respectiv, 
negaţia dualului sau dualul negaţiei celei dintîi, pot fi consi¬ 
derate ca armonic conjugate, dacă şi numai dacă, expresia 
iniţială sau oricare din cele patru, nu este o expresie auto- 
duală şi nu poate fi redusă, în întregul ei, la o tautologie, o 
contradicţie, la echivalenţă sau la disjuncţie exclusivă. Aceas¬ 
tă precizare nu trebuie înţeleasă ca o restricţie ce grevează 
asupra proprietăţii unor expresii de a fi armonic conjugate, 
ci ca un mijloc de a detecta dacă patru expresii — o expresie 
luată ca bază, dualul ei, negaţia ei şi negaţia dualului sau dua¬ 
lul negaţiei ei — pot fi considerate sau nu ca armonic conju¬ 
gate. Dacă întîlnim patru expresii, raportate una la alta ca 
înai sus, dispunem de două mijloace pentru a distinge dacă 
ele sînt sau nu armonic conjugate. Primul mijloc constă în 
a verifica dacă cele patru expresii care apar ca distincte sînt 
într-adevăr distincte; pentru aceasta ne putem folosi fie de 
procedeul matricial, fie de un procedeu formal al logicii stan¬ 
dard, dar pentru a ne folosi de această cale este necesar ca 
cele patru expresii să fie date anterior şi să mai ştim că luînd 
una din ele ca punct de referinţă, avem în celelalte trei, dualul, 
negaţia şi negaţia dualului sau dualul negaţiei acesteia. 

Dar dacă avem o singură expresie, evident o fbf a logicii 
standard şi dorim să aflăm dacă, pornind de la ea, putem să 
o includem într-un grup de patru expresii armonic conju¬ 
gate, atunci procedeul de mai sus nu ne oferă o cale suficient 
de eficientă. în aceste condiţii, este mult mai convenabil să 
apelăm la cel de al doilea procedeu, adică să testăm, pe calea 
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definiţiilor CP, a procedeului matricial sau pe calea unui pro¬ 
cedeu formal al logicii standard, dacă expresia dată este o 
tautologie sau o contradicţie, dacă poate fi redusă în întregul 
ei la o echivalenţă sau la disjuncţia exclusivă, sau dacă este 
o expresie auto-duală. Presupunînd că oricare din cele cinci 
alternative se dovedeşte exclusă, avem certitudinea că expresia 
dată poate fi luată ca punct de pornire pentru a construi un 
grup de patru expresii armonic conjugate, între care, cu 
siguranţă, vor putea fi descoperite inferenţe proprii pătratu¬ 
lui logic clasic al judecăţilor de predicaţie. Evident că, pro¬ 
blema construirii, pornind de la o fbf a logicii standard, a dua¬ 
lului ei, a negaţiei ei şi a negaţiei dualului sau a dualului ne¬ 
gaţiei ei nu este o problemă dificilă dacă facem apel la tabelele 
nr. 1 şi nr. 2 sau la definiţia dualităţii şi la teorema negaţiei 
anterior enunţate. 

Pentru a dobîndi aceste certitudini, testul iniţial este indis¬ 
pensabil, nefiind suficient a ne mulţumi cu o simplă inspecţie 
vizuală a expresiei de la care pornim. Dacă avem date patru 
expresii, ele pot fi deosebite numai în semnificaţie, dar pot să 
aibă o formă de exprimare asemănătoare sau pot să difere 
şi sub aspectul formei de exprimare. Pentru a explica ce în¬ 
ţelegem prin „formă de exprimare asemănătoare”, precizăm 
că două expresii deosebite prin înţelesul lor, dacă sînt construite 
cu acelaşi operator principal pot fi numite ca avînd o „formă 
de exprimare asemănătoare”. Să luăm un exemplu. în con¬ 
formitate cu legile lui Augustus De Morgan, disjuncţia Apq 
poate fi redată şi sub forma NKNpNq — care reprezintă tra¬ 
ducerea primei formule în termenii conjuncţiei şi negaţiei. 
Luînd ca punct de plecare formula Kpq, considerăm această 
formulă ca deosebită atît prin înţelesul ei, cît şi prin forma ei 
de exprimare faţă de formula Apq, cunoscută şi sub numele 
de dualul celei dintîi. Acum, dacă comparăm între ele formu¬ 
lele Kpq şi NKNpNq, despre acestea din urmă vom spune că 
sînt diferite ca înţeles, dar sînt asemănătoare ca formă de 
exprimare, iar dacă vom compara Apq cu NKNpNq, vom spu¬ 
ne despre ele că sînt asemănătoare ca înţeles, dar diferite ca 
formă de exprimare. 

în contextul discuţiei noastre ne interesează cazul în care 
avem formule diferite ca înţeles, dar cu o formă asemănătoare 
de exprimare. în conformitate cu cele enunţate anterior (para¬ 
graful 1.2), dispunem de două procedee de a construi dnâlul 
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unei expresii oarecare. 0 primă cale : aplicăm negaţia asupra 
fiecărei variabile propoziţionale şi simultan asupra expresiei 
ca întreg; a doua cale ar consta în aceea că, folosind tabelul 
nr. 2, înlocuim în expresia dată operatorii ei cu dualii lor. 
Dacă adoptăm prima cale de construire a dualului expresiei 

P, atunci P şi Q (dualul lui P) vor fi două expresii diferite ca 
înţeles dar asemănătoare ca formă de exprimare. 

La fel, pentru a construi negaţia expresiei P, dispunem de 
cel puţin două căi. Putem adopta prima cale, adică putem 
aplica o negaţie asupra expresiei P ca întreg, sau cea de a doua 
cale, folosind tabelul nr. 1, în expresia P înlocuim toţi opera¬ 
torii cu ajutorul cărora este constituită, cu cei aflaţi în raport 
de negaţie cu aceştia. Dacă şi aici adoptăm prima procedură, 
atimci expresiile P şi R (negaţia lui P) vor fi diferite ca înţe¬ 
les, dar asemănătoare ca formă de exprimare. 

Evident, în construirea expresiei S dispunem de asemenea 
de procedee diferite. Să presupunem însă că şi în acest caz am 
ales o astfel de cale, încît, în final, avem patru expresii — P, 

Q, R şi S — diferite ca înţeles, dar asemănătoare ca formă de 
exprimare, pentru că toate păstrează, ca operatori binari, 
operatorii binari ai expresiei P. în acest caz, dacă P este ex¬ 
presia iniţială şi dacă operatorul ei este „<!>”*, atunci vom 
spune că Q este definiţia prin intermediul lui „O” şi a negaţiei 
a dualului lui P, că R este definiţia negaţiei lui P prin inter¬ 
mediul lui ,,0” şi a negaţiei şi că S este definiţia dualului ne¬ 
gaţiei lui P, sau a negaţiei dualului lui P — depinde de unde 
s-a pornit în construcţia lui S — prin intermediul aceloraşi 
operatori. Desigur că trecerea, în fiecare caz în parte, de la 
formula mai sus caracterizată la o formulă care să difere faţă 
de P nu numai ca înţeles, dar şi ca formă de exprimare, nu 
constituie o problemă. O situaţie analoagă ar rezulta dacă în 
loc de P, formula dată iniţial ar fi fost Q, R sau S. în consecinţă, 
oricare ar fi expresia dată, dacă ea a rezistat testului iniţial, 
ea este o expresie armonic conjugată cii alte trei expresii şi 
în plus, ea ne oferă posibilitatea ca, prin operatorii ei binari 
şi prin intermediul negaţiei să definim toate celelalte expresii 
armonic conjugate cu ea. 

* Întracît faptul este lipsit de semnificaţie în contextul discuţiei de aici, 
simbolul „CE>” poate fi considerat ca desemnînd toţi operatorii binari ai 
expresiei P, dacă aceasta conţine mai mult decît unul. 
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Posibilitatea de a reda prin intermediul operatorilor binari 
ai unei expresii oarecare şi cu ajutorul operatorului monar al 
negaţiei, a dualului, a negaţiei şi a dualului negaţiei sau a 
negaţiei dualului acestei expresii, nu este legată de proprie¬ 
tatea unor formule de a fi armonic conjugate şi în consecinţă, 
nu poate servi ca un criteriu pentru a detecta, cu ajutorul ei, 
dacă expresia iniţială poate fi socotită ca armonic conjugată 
sau nu. în schimb, dacă revenim, din acest punct de vedere, 
la operatorii armonic conjugaţi, vom putea constata un fapt 
interesant. Astfel, un operator armonic conjugat este capabil, 
ajutat de negaţie, să transcrie cel puţin pe toţi ceilalţi opera¬ 
tori armonic conjugaţi cu el. Dar, dacă testăm posibilităţile 
operatorilor armonic conjugaţi de a transcrie şi alţi operatori 
ai CP, ajungem la concluzia că aserţiunea anterioară poate fi 
generalizată: dacă un operator oarecare se dovedeşte a fi armo¬ 
nic conjugat cu alţi trei operatori, atunci, cu ajutorul negaţiei, 
el poate defini orice alt operator al CP*. Susţinînd această idee, 
susţinem şi complementara ei: dacă un operator se dovedeşte 
a nu poseda proprietatea de a fi armonic conjugat cu alţi 
trei operatori — cazul operatorilor din clasele I .şi III — atunci 
el nu are posibilitatea, ajutat de negaţie sau nu, să transcrie 
pe toţi ceilalţi operatori ai CP. Deci, dacă ne referim la opera¬ 
tori şi nu la expresii ale logicii standard, atunci putem spune 
că, posibilitatea unui operator, ajutat de negaţie sau nu, de 
a transcrie pe toţi ceilalţi operatori ai CP constituie un criteriu 
pentru a şti dacă respectivul operator este armonic conjugat 
cu alţi trei operatori, după cum proprietatea unor operatori 
de a fi armonic conjugaţi este un criteriu pentru a şti că aceşti 
operatori, fie prin ei înşişi numai, fie cu ajutorul negaţiei, 
pot transcrie pe toţi ceilalţi operatori ai CP. 

în cadrul discuţiei noastre despre expresii ale logicii stan¬ 
dard armonic conjugate, revenirea la nivelul operatorilor, 
în sensul de mai sus, a fost impusă de necesitatea de a aduce 
un nou element în clarificarea statutului unor expresii armonic 
conjugate. Astfel, tocmai datorită faptului că un operator 
armonic conjugat poate transcrie, prin el însuşi sau ajutat 


* Un caz cu totul aparte îl prezintă doi operatori binari — incompatibili¬ 
tatea şi operatorul „nici . . . nici ...” — care pot transcrie pe toţi ceilalţi 
operatori ai CP, inclusiv negaţia, numai prin ei înşişi, dar această chestiune 
nu este legată de contextul discuţiei noastre de aici. 
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de negaţie, pe toţi ceilalţi operatori ai CP, există posibilitatea 
ca o expresie a logicii standard de complexitate medie — în 
cadrul ei intervin, în mod repetat, numai două variabile pro- 
poziţionale — să cuprindă numai unul sau mai mulţi ope¬ 
ratori armonic conjugaţi, dar în ansamblul ei, ea să reprezinte 
tocmai traducerea prin intermediul respectivilor operatori şi 
a negaţiei a unui alt operator al CP, care nu se bucură de 
proprietatea de a fi armonic conjugat cu alţi trei operatori. 
Să luăm un exemplu, folosind de această dată sistemul de scrie¬ 
re clasic, cu paranteze. Astfel, fiind dată formula 

(16.5) ( ĂvB).(AvB ) 

care, este alcătuită exclusiv, în forma în care ea apare aici 
şi din punctul de vedere al operatorilor binari pe care îi conţine, 
din conjuncţie şi disjuncţie, adică din doi operatori care fac 
parte din acelaşi grup de operatori armonic conjugaţi, nu 
trebuie oferită o probă specială pentru a conchide că ea repre¬ 
zintă traducerea, prin intermediul conjuncţiei, disjuncţiei şi 
negaţiei, a echivalenţei. Dacă am face totuşi abstracţie de 
acest lucru şi dacă am privi formula (16.5) doar ca o conjuncţie 
de disjuncţii, am fi tentaţi să credem că putem să-i construim, 
pe baza procedeelor cunoscute, celelalte trei expresii cu care 
ea este armonic conjugată. Iată aceste formule: 

(16.6) (A-B)v(A-B) = dualul formulei (16.5) 

(16.7) — [(^4vB)' (^4vB)] = negaţia formulei (16.5) 

(16.8) — [(A - B)v(A-B)] = negaţia dualului formulei (16.5) 

într-un fel diferite ca alcătuire, cele patru formule ar putea 
fi considerate ca fiind armonic conjugate. Această concluzie 
se bazează însă pe o simplă aparenţă, pe forma de exprimare 
a acestor formule şi nu pe înţelesul lor, şi ca atare o astfel de 
concluzie ar fi falsă. 

Am stabilit încă de la început că, prin sensul ei, formula 
(16.5) desemnează echivalenţa. Ea poate fi redusă, pe calea 
unor transformări corecte (definiţiile CP), la un operator binar 
din prima clasă şi este ştiut că nici unul din operatorii care 
formează această clasă, nu se bucură de proprietatea de a fi 
armonic conjugat cu alţi trei operatori. De altfel, nu va fi greu 
de observat că formula (16.6), dualul formulei (16.5) reprezintă 
disjuncţia exclusivă. Avînd în vedere faptul că formula ini¬ 
ţială reprezenta echivalenţa şi revenind la consideraţiile ante- 
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rioare în legătură cu tabelele 1 şi 2, concluzia de mai sus, la 
care ne conduc definiţiile CP nu este deloc surprinzătoare. 

în continuare, dacă luăm în consideraţie formula (16.7), 
adică negaţia formulei (16.5) şi, dacă, în baza legilor lui A. 
De Morgan căutăm să aducem negaţia din faţa formulei (16.7) 
pe literele individuale ce alcătuiesc această expresie, vom 
obţine o nouă formulă: 

i(l6.9);(^-B)v(J.B) 

care, conform teoremei negaţiei dată de B. Mates reprezintă 
tot negaţia formulei (16.5) şi se identifică cu formula (16.6), 
adică cu dualul formulei (16.5); diferenţa dintre formula 
(16.6) şi formula (16.9) poate fi anulată printr-o simplă comu- 
tativitate a disjunctiei. Mai precis, prin intermediul formulei 
(16.9) se dovedeşte că formula (16.7) semnifică tot disjuncţia 
exclusivă, la fel ca şi formula (16.6). De fapt, acest lucru era 
şi firesc, dacă ţinem seamă de faptul că formula (16.5) semni¬ 
fică echivalenţa. Mai departe, dacă încercăm asupra formu¬ 
lei (16.8) aceleaşi transformări pe care le-am operat asupra 
formulei (16.7), vom obţine expresia: 

(16.10) (AvB) ■ (ÂvB) 

a cărei diferenţă faţă de formula (16.5) poate fi anulată prinlr-o 
simplă comutativitate a conjuncţiei. Şi acest lucru este firesc 
dacă ţinem seamă de faptul că dualul formulei (16.5) este echi¬ 
valent cu negaţia aceleiaşi formule. In consecinţă, dualul 
negaţiei, sau negaţia dualului, formulei (16.5) este acelaşi 
lucru cu negaţia negaţiei formulei (16.5), deci este echivalent 
cu formula (16.5). Concluzia care se desprinde din analiza de 
mai sus este că formulele (16.5), (16.6), (16.7) şi (16.8) nu sînt. 
de fapt, distincte una faţă de alta, în sensul în care această 
distincţie este cerută pentru ca cele patru formule să poată 
fi considerate ca armonic conjugate. Întrucît aceste patru 
formule nu se bucură de proprietatea de a fi armonic conju¬ 
gate, ele nu pot fi ordonate într-un pătrat logic consistent. 
Acest exemplu încheie discuţia despre acele expresii ale CP 
care conţin numai două variabile propoziţionale distincte. 

Vom lua acum în consideraţie expresii ale CP care conţin 
mai mult de două variabile propoziţionale distincte. Întrucît 
concluziile analizei nu vor fi cu nimic afectate, discuţia se va 
limita la cazul formulelor CP alcătuite din trei variabile pro- 
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poziţionale distincte. Să luăm şi de această dată un exem¬ 
plu : 

(16.11) AvBvC- AvBvC- AvBvC 

Pornind de la această formulă şi procedând ca şi în cazul 
formulei (16.5), obţinem următoarele trei expresii: 

(16.12) A-B-CvA-B-CvA-B-C = dualul formulei (16.11) 

(16.13) A-B-CvA-B CvA-B-C = negaţia formulei (16.11) 

(16.14) AvBvC- AvBvC- AvBvC = negaţia dualului formu¬ 

lei (16.11). 

Formulele (16.11) şi (16.14) apar ca forme normale conjunc¬ 
tive, iar formulele (16.12) şi (16.13) ca forme normale disjunc¬ 
tive. Dacă în cazul anterior a fost posibil să punem în evidenţă 
destul de uşor criteriul în baza căruia, patru expresii ale CP, 
pot fi considerate sau nu ca armonic conjugate şi în conse¬ 
cinţă să conchidem dacă ele sînt capabile să alcătuiască un 
pătrat logic consistent, de această dată lucrurile apar a fi 
puţin mai complicate. Cînd spunem aceasta, ne gîndim în pri¬ 
mul rînd la faptul că, pentru expresiile care conţin numai două 
variabile propoziţionale, există o cale destul de simplă pentru 
a arăta dacă ele diferă sub aspectul semnificaţiei lor şi deci 
dacă pot fi considerate ca armonic conjugate. Pentru noua 
situaţie, pe care o discutăm acum, vom constata anumite 
deosebiri. în acest sens, remarcăm, în primă instanţă, că, 
luate două cîte două — formula (16.11) cu formula (16.14) 
şi formula (16.12) cu formula (16.13) — ele sînt asemănătnare 
sub aspectul unor constituenţi, dar diferă sub aspectul altora. 

Pentru a uşura discuţia, ne propunem ca, folosindu-ne de 
anumite teoreme şi definiţii cunoscute ale CP, să operăm 
anumite transformări asupra acestor formule. Vom începe 
cu formula (16.11) pe care, cu ajutorul asociativităţii conjunc¬ 
ţiei, o putem aduce la forma : 

(16.15) (AvBvC- AvBvC)- AvBvC 

Avînd în vedere faptul că cei doi constituenţi ai formulei 
(16.15), asociaţi în cadrul parantezelor, se aseamănă prin 
anumite elemente, putem retranscrie formula (16.15) prin: 

(16.16) [Cv(ĂvB- AvB) ] ■ AvBvC 
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Aplicînd, în continuare, transformări inverse celor implicate 
de procedeul de reducere a unei expresii oarecare a CP la for¬ 
mă normală, obţinem: 

(16.17) [Cv(A = B)]-AvBvC 

Este uşor de observat acum că, din cei trei operatori binari pe 
care îi conţine formula (16.17), unul, şi anume, echivalenţa, 
nu se bucură de proprietatea de a fi armonic conjugat cu alţi 
trei operatori ai CP. Dar faptul că formula (16.17) conţine un 
astfel de operator este o dovadă că el există, ca o parte a semni¬ 
ficaţiei sale, prin intermediul unora din constituenţii săi, 
în expresia iniţială (16.11). în plus, orice transformări, corect 
efectuate, am aplica formulei (16.11), este imposibil să eli¬ 
minăm din alcătuirea ei acei constituienţi prin intermediul 
cărora o parte din semnificaţia expresiei iniţiale coincide cu 
un operator care nu se bucură de proprietatea de a fi armonic 
conjugat. Dar acest fapt afectează posibilitatea ca formula 
(16.11) să se bucure în mod deplin de proprietatea de a fi ar¬ 
monic conjugată cu celelalte trei expresii — negaţia ei, dualul 
ei şi negaţia dualului sau dualul negaţiei ei. Formula (16.17) 
este echivalentă cu formula (16.11), iar singura deosebire din¬ 
tre ele este aceea că acolo unde formula (16.17) conţine echi¬ 
valenţa în mod explicit, formula (16.11) exprimă echivalenţa 
în limbajul conjuncţiei, disjuncţiei şi negaţiei. 

Pentru a elimina posibilitatea unor îndoieli privind faptul 
că expresiile considerate nu se bucură de proprietatea de a 
fi absolut distincte şi în consecinţă nu se poate spune despre 
ele că sînt armonic conjugate, vom încerca să procedăm ana¬ 
log şi cu celelalte formule aflate în relaţiile de dualitate, nega¬ 
ţie şi negaţie a dualului faţă de formula (16.11). Astfel, din 
formula (16.12) obţinem: 

(16.18) [C- (AwB)vĂ- B C, 
din formula (16.13) obţinem: 

(16.19) [C-(AwB) ] vA -B-C., 
iar din formula (16.14) rezultă: 

(16.20) \Cv(A = B)] AvBvC. 

Avem în vedere că fiecare dintre aceste ultime formule 
este echivalentă cu formula iniţială din care ea a fost derivată 
şi, în consecinţă, orice aserţiune făcută despre aceste formule 
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şi despre relaţiile dintre ele are deplină valabilitate cu privi¬ 
re la grupul de formule (16.11) — (16.14) şi cu privire la rela¬ 
ţiile dintre ele. Reciproca este de asemenea valabilă. Singura 
deosebire de care vom ţine seamă între aceste grupuri de for¬ 
mule este aceea că acolo unde formulele (16.17) — (16.20) 
conţin în mod explicit echivalenţa sau disjuncţia exclusivă, 
membrii, corespunzători lor, din grupul (16.11) — (16.14) 
exprimă aceşti operatori în limbajul conjuncţiei, disjuncţiei 
şi negaţiei. 

Dacă vom compara între ele formulele (16.18) şi (16.19), 
din punctul de vedere al relaţiilor lor cu formula (16.17), 
vom constata că deşi formula (16.18) este duala formulei (16.17), 
iar formula (16.19) este negaţia acestei formule, totuşi expresiile 
comparate de noi nu diferă în mod complet una faţă de cea¬ 
laltă. Dacă modul în care negaţia este distribuită faţă de con¬ 
juncţie şi disjuncţie în cele două formule, ne permite să le 
deosebim, în ceea ce priveşte primul lor constituient, dis- 
juncţia exclusivă dintre A şi B, ele sînt indistincte. Acest 
grad de indistincţie între formulele comparate ţine de faptul 
că, formula iniţială, care a fost punct de plecare în obţinerea 
lor, conţine echivalenţa dintre A şi B , aşa cum s-a mai arătat 
— nu e nevoie să mai insistăm acum — dualul echivalenţei 
este identic cu negaţia echivalenţei. La aceeaşi concluzie vom 
ajunge şi prin compararea formulelor (16.17) şi (16.20), nu¬ 
mai că de această dată indistincţia dintre ele ţine de aceea 
că ambele conţin echivalenţa dintre A şi B, iar motivul pen¬ 
tru care, ultima expresie, deşi negaţie a dualului celei dintîi, 
conţine aceeaşi echivalenţă cu formula cu care este compara¬ 
tă a fost indicat anterior şi nu e nevoie a-1 mai repeta. 

Important pentru noi este faptul că, gradul de indistincţie 
care există între formulele (16.17), (16.18), (16.19) şi (16.20), 
propriu şi formulelor (16.11), (16.12), (16.13) şi (16.14), face 
ca aceste ultime formule, deşi cea de a doua a fost obţinută 
ca dualul celei dintîi, a treia ca negaţie a ei, iar cea de a patra 
ca negaţie a dualului ei, să nu se bucure de proprietatea de a 
fi expresii armonic conjugate. în cazul anterior, am putut 
vorbi de formule armonic conjugate — expresiile (16.1). 
(16.2), (16.3) şi (16.4) — deşi în alcătuirea lor interveneau şi 
operatori ca echivalenţa sau disjuncţia exclusivă, dar, în 
acel caz, prezenţa acestor operatori în cadrul formulelor discu¬ 
tate era lipsită de importanţă pentru proprietatea lor de a 
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fi armonic conjugate, întrucît, fiecare expresie, în întregul ei, 
s-a dovedit reductibilă la un operator binar armonic conjugat, 
în cazul însă în care, în discuţia noastră au intervenit expresii 
în alcătuirea cărora intră mai mult de trei variabile proporţio¬ 
nale distincte, posibilitatea de a reduce o astfel de expresie, 
în întregul ei, la un singur operator binar al CP este princi¬ 
pial exclusă, avînd în vedere modul în care aceşti operatori 
au fost definiţi (vezi tabelul nr. 1). In consecinţă, din exemplul 
discutat, extragem ideea că nu e posibil a vorbi de expresii, 
de mai mult de două variabile propoziţionale, ca fiind armonic 
conjugate, dacă ele conţin, în mod explicit sau implicit, prin- 
tr-o parte din constituienţii lor, un operator din prima sau 
din cea de a treia clasă şi dacă acea parte a constituienţilor 
ei care exprimă un astfel de operator nu poate fi eliminată 
fără a altera însă valoarea de adevăr a expresiei ca întreg. 

Pentru a întregi discuţia de mai sus să ne oprim atenţia 
asupra unei alte expresii, şi anume: 

(16.21) AvBvC■ AvBvC- A vBvC- AvBvC AvBvC 

Din formula (16.21), pe căile obişnuite, putem obţine : 

(16.22) ABCvA BCvA BCvA BCvA RC = dualul formulei (16.21) 

(16.23) ABCvABCvABCvABCvABC = negaţia formulei (16. 

21 ). 

(16.24) AvBvC■ AvBvC• AvBvC- AvBvC- AvBvC = negaţia 

dualului formulei (16.21). 

" 

Ca şi în cazul anterior, formulele considerate acum au as¬ 
pectul unor forme normale conjunctive sau disjunctive şi o 
eventuală comparaţie între ele ne va arăta că, la rîndul lor, 
ele conţin unele elemente comune. Astfel, formulele (16.21) 
şi (16.24) au în comun doi constituienţi — AvBvC şi AvBvC 
— şi tot aşa pot fi găsiţi constituienţi comuni dacă comparăm 
între ele formulele (16.22) şi (16.23). Mai mult, dacă aplicăm 
o serie de transformări, să spunem formulei (16.21), în maniera 
în care astfel de transformări au fost aplicate formulei (16.11), 
atunci am putea spune că fiecare din formulele de mai sus 
exprimă printr-o parte a constituienţilor ei un operator care 
nu se bucură de proprietatea de a fi armonic conjugat cu alţi 
trei operatori ai CP. Cu toate acestea, de această dată, nu mai 
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putem conchide că formulele mai sus înscrise nu s-ar bucura 
de proprietatea de a fi armonic conjugate. 

Astfel, ducînd pînă la capăt transformările produse, vom 
constata că formula (16.21) poate fi simplificată, eliminînd 
din componenţa ei tocmai acei constituienţi care ar semnifi¬ 
ca un operator ce nu se bucură de proprietatea de a fi armonic 
conjugat. Menţionăm că eliminarea constituienţilor 3a care 
ne-am referit, poate fi îndeplinită fără a altera cu ceva valoa¬ 
rea de adevăr a expresiei afectate. Luăm un singur exemplu, 
şi anume, formula (16.21) pe care, după ce am presupus o grupa¬ 
re admisă de asociativitatea conjuncţiei, o putem transformam: 

(16.25) [C\(AvB- AvB- AvB- AvB)-AvBvC 

Pe baza aşa-numitelor legi de posibilitate ale disjuncţiei se 
poate dovedi echivalenţa formulei (16.25) cu expresia: 

(16.26) C-(ĂvBvC) 

Avînd în vedere caracterul corect al transformărilor ope¬ 
rate asupra formulei (16.21) ea este echivalentă cu formula 
(16.26). în baza trecerii de la formula (16.21) la formula (16.26), 
întmcît eliminarea acelor constituienţi ai formulei (16.21) 
care desemnau un operator din prima clasă a fost posibilă, 
fără a schimba cu nimic valoarea de adevăr a formulei (16.21), 
putem conchide că prezenţa, explicită sau implicită, a unui 
operator ce nu se bucură de proprietatea de a fi armonic con¬ 
jugat, în alcătuirea formulei (16.21), este nesemnificativă pen¬ 
tru această expresie. 


(16.21) 

a) cazuri adevărate: 

ABC,"ABC, ABC 

b) cazuri false: 

ABC, ABC, ABC, ABC 
ABC 

(16.22) 


(16.24) 

a) cazuri adevărate: 

ABC, ABC, ABC 

b) cazuri false: 

arc’ arc"âbc, âbc; 

ABC 

(16.23) 


a) cazuri adevărate: a) cazuri adevărate: 

ABC, ABC, ABC, ABC, ABC ABC, ABC, ABC, ABC , ABC 

b) cazuri false : b) cazuri false : 

ABC^ABC, ABC ABC, ABC, ABC 
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în consecinţă, formulele (16.21), (16.22), (16.23) şi (16.24) 
sînt expresii ale CP armonic conjugate şi prin urmare, ele 
pot fi ordonate într-un pătrat logic consistent, aşa cum 
rezultă din prezentarea cazurilor în care, formulele analizate, 
sînt adevărate sau false. 

Analiza întreprinsă în acest paragraf ne permite să con¬ 
chidem posibilitatea de a extinde proprietatea unor entităţi 
logice de a fi armonic conjugate de la nivelul operatorilor CP 
la nivelul expresiilor, evident fbf, logicii standard. Luarea în 
discuţie a expresiilor logicii standard, din punctul de vedere 
al principiului dualităţii, ne-a impus operarea unor distincţii. 
Astfel, în primul etaj al analizei, ne-am referit la expresii de 
complexitate medie, adică la formule logice în alcătuirea căro¬ 
ra intră, în mod repetat, numai două variabile propoziţionale. 
Pentru cazul lor, fiind din principiu excluse situaţiile cînd 
expresia supusă analizei ar fi o tautologie, o contradicţie sau 
o expresie auto-duală, criteriul pe baza căruia putem detecta 
dacă o expresie oarecare poate fi înţeleasă ca prima dintr-un 
grup de patru formule armonic conjugate, constă în aceea 
că, pe calea oricăror transformări logiceşte admise, ea nu 
trebuie să fie reductibilă, în ansamblul ei, la echivalenţă sau 
la disjuncţie exclusivă. Dacă o astfel de formulă, pe calea unor 
asemenea transformări, poate fi redusă la echivalenţă sau la 
disjuncţia exclusivă, nu într-o parte a ei doar, ci în întregul 
ei, atunci dispunem de certitudinea faptului că ea nu face 
parte dintr-un grup de patru expresii armonic conjugate. 

în cazul în care avem în vedere expresii mai complexe, 
adică formule alcătuite din mai mult de două variabile pro¬ 
poziţionale distincte, criteriul de detectare a proprietăţii pe 
care o discutăm trebuie modificat. Evident, şi în acest caz 
se exclude de la început orice expresie care ar fi o tautologie, 
o contradicţie sau o expresie auto-duală. Aceste situaţii fiind 
excluse şi fiind dată o expresie oarecare, putem spune că ea 
face parte dintr-un grup de patru expresii armonic conjugate 
dacă şi numai dacă ea nu conţine, explicit sau implicit, prin- 
tr-un constituient al ei sau printr-un grup de astfel de con- 
stituienţi, echivalenţa sau disjuncţia exclusivă. Testul că expre¬ 
sia considerată nu cuprinde, în sensul descris echivalenţa 
sau disjuncţia exclusivă, constă în aducerea expresiei date la 
o formă minimă; dacă în forma ei minimă nu se poate con¬ 
stata prezenţa echivalenţei sau a disjuncţiei exclusive, atunci 
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expresia considerată iniţial face parte dintr-un grup de patru 
formule armonic conjugate. Dacă, în schimb, în forma ei mi¬ 
nimă, expresia considerată cuprinde echivalenţa sau disjunc- 
ţia exclusivă, atunci în mod sigur ea nu face parte dintr-un 
grup de patru formule armonic conjugate. 

Evident, fiind dată o singură expresie, dacă ea a rezistat 
testului indicat, ea poate fi luată ca punct de plecare pentru 
a construi dualul ei, negaţia ei şi dualul negaţiei 6au negaţia 
dualului ei şi pentru a obţine, în acest fel, un grup de patru 
expresii armonic conjugate. în sfîrşit, dacă patru formule 
s-au dovedit a fi armonic conjugate, atunci ele pot da naştere 
cu certitudine unui pătrat logic consistent, adică avem sigu¬ 
ranţa că între ele funcţionează în mod perfect raporturile 
cunoscute ca proprii pătratului logic clasic şi inferenţele cores¬ 
punzătoare acestor raporturi. 



ÎNCERCARE PENTRU O MATRICE 
A OPERATORULUI f> 


în mod obişnuit, operatorii fundamentali ai oricărui calcul 
asociat unei logici îşi găsesc o definiţie matricială înainte de 
utilizarea lor, pe o cale strict formală, în interiorul calculului. 
Exemplul cel mai clar şi cel mai cunoscut poate fi oferit, fără 
îndoială, de operatorii CP asociat logicii standard. Aşa cum 
este obişnuit pentru logica standard, definiţia matricială, sau 
altfel spus, prin intermediul unor tabele de adevăr, este înso¬ 
ţită de o analiză, tot matricială, a proprietăţilor formale ale 
operatorului considerat, precum şi a relaţiilor sale faţă de cei¬ 
lalţi operatori ai calculului. 


1. NEGAŢIE Şl DUALITATE 

Pentru cazul operatorului [> această sarcină apare a fi 
mai dificilă, dat fiind modul specific de construire a dualului 
unei expresii date. Privit în general, operatorul O prezintă 
unele asemănări cu operatorul N. Aceste asemănări rezidă 
din faptul că, atît operaţia de dualizare pe care o semnifică 
[>, cît şi operaţia de negare, pe care o denotă N, se aplică 
asupra unei formule logice în mod global, formula afectată 
de una dintre aceste două operaţii fiind, din punctul lor de 
vedere, un întreg continuu. Cu alte cuvinte, cei doi operatori, 
O fi N , corespunzători operaţiilor logice citate, apar a fi ope¬ 
ratori tnonari. De exemplu, negaţia se aplică în acelaşi fel şi 
unei variabile individuale şi unei formule logice complexe; 
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din punctul de vedere al operaţiei de negare, o variabilă indi¬ 
viduală şi o fbf oricît de complexe sînt, — intr-un anumit 
sens — echivalente. Acest anumit sens nu înseamnă aici nu¬ 
mai faptul că o variabilă individuală, să spunem în cadrul 
CP, poate fi definită ca o fbf a calculului considerat. De ase¬ 
menea, afirmaţia noastră nu conţine ideea că, în cazul unei 
fbf complexe oarecare, negarea, intr-un fel sau altul, numai 
a variabilelor din care ea este alcătuită este echivalentă cu 
aplicarea negaţiei asupra formulei considerate, ca întreg. 
Ceea ce dorim să spunem este doar faptul că, atunci cînd ne¬ 
gaţia este aplicată asupra unei fbf oarecare, formula afectată 
este luată ca un singur element, fiind indiferent, din punctul 
de vedere al operaţiei de negare, dacă formula afectată este 
simplă sau presupune o structură internă. în contextul opera¬ 
ţiei de negare, orice formulă logică, simplă sau complexă, 
devine un obiect individual, singular, lipsit de structură. în 
acest sens, pentru negare, o variabilă singulară este echiva¬ 
lentă cu o formulă complexă şi aceasta nu din punctul de vedere 
al rezultatului negării, ci din cel al mecanismului de aplicare 
a ei. 

Operatorul [> se aseamănă cu operatorul N în sensul că 
ambii pot fi consideraţi operatori monari, dar o analiză a 
operaţiei de dualizare, în paralel cu cea de negare, ne conduce 
la concluzia unor deosebiri importante între aceste două 
operaţii şi, în consecinţă, între operatorii C> şi N. O primă 
deosebire între operatorul O şi operatorul N, fundamentată 
pe deosebirea dintre operaţiile denotate de ei, este uşor de 
pus în evidenţă. Anume, O şi iV fiind doi operatori distincţi, 
este firesc, mai bine zis este de la sine înţeles, ca aplicaţi la 
aceeaşi formulă logică să ducă la rezultate diferite. Este poate 
surprinzător că în analiza legăturilor dintre dualizare şi negare 
am apelat la o chestiune care poate părea de-a dreptul trivială : 
faptul că rezultatul a două operaţii diferite (doi operatori 
diferiţi) care afectează acelaşi obiect este diferit. Am făcut 
aceasta însă numai pentru că, există autori în concepţia 
cărora dualizare şi negaţie, deşi concepute ca operaţii diferite, 
înseamnă totuşi acelaşi lucru şi aceasta tocmai prin prisma 
rezultatului obţinut prin aplicarea fiecăreia din aceste operaţii 
asupra unei singure formule. Revenind acum la ideea discutată 
aici, putem r spune chiar mai mult, şi anume că, operaţiile de 
dualizare şi negare se deosebesc nu numai prin rezultatul 
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aplicării lor la aceeaşi formulă logică, ci şi prin modul diferit 
în care se aplică ele acelei formule. 

Luînd în consideraţie definiţiile matriciale ale celor 16 
operatori binari ai CP, enunţate prin tabelul nr. 1, matricea 
lui N şi scurta incursiune în felul de aplicare al operaţiei de 
negare, credem că, după felul de aplicare al operaţiilor de¬ 
semnate de ei asupra unei formule logice oarecare, nu există 
deosebiri importante între aceşti 17 operatori logici. Maniera 
de aplicare la care facem apel, este sesizabilă, cel puţin în 
punctele ei principale, în construcţia definiţiilor matriciale 
pentru fiecare din operatorii logici consideraţi. Fără îndoială, 
fiecare dintre aceşti operatori logici are specificul său, care 
nu rezidă numai în rezultatul tabelului de adevăr utilizat pentru 
definirea lui. în primul rînd, proprietăţile formale ale fie¬ 
cărui operator constituie un fundament pentru a opera deose¬ 
biri între ei. Şi chiar dincolo de aceste proprietăţi bine cunoscu¬ 
te, alte tipuri de analiză, ca de exemplu autoconectarea, pot 
scoate la lumină şi alte aspecte prin care cei 17 operatori ai 
CP se disting unul faţă de celălalt [35 p. 349—367]. în ace¬ 
laşi fel, nu putem uita faptul că negarea, căreia îi corespunde 
operatorul N, se distinge de celelalte operaţii logice desemna¬ 
te de ceilalţi 16 operatori, dar această ultimă deosebire dintre 
N şi operatorii binari ai CP ţine tocmai de faptul că, spre 
deosebire de toţi ceilalţi, N este un operator monar. Analiza 
conexiunilor logice în cadrul sistemului lui Lesniewski a avut 
drept rezultat evidenţierea unor aspecte deosebit de impor¬ 
tante privind natura operatorilor logici, asemănările şi deose¬ 
birile dintre ei. [34], 

Ceea ce este însă important, din perspectiva scopului urmărit 
de noi — o caracterizare cît mai completă a dualizării şi a 
operatorului O, corespunzător ei — este faptul că, deosebirile 
dintre cei 16 operatori binari ai CP, pe de o parte, şi deosebirile 
dintre ei şi operatorul monar al negaţiei, pe de altă parte, 
nu smt de natură să conducă la încadrarea operatorilor CP 
în tipuri diferite de generalitate. Mai precis spus, deosebirile 
cunoscute între operatorii consideraţi nu ar justifica o concluzie 
după care, o parte din ei ar ţine, să spunem, de domeniul 
unei logici-obiect, iar ceilalţi de domeniul unei metateorii 
a acestei logici. Credem că nici o altă deosebire, la fel de esen¬ 
ţială ca cea sugerată, nu poate fi recunoscută între cei 17 
operatori consideraţi. Cel mai aproape de a fi acceptat ca avind 
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un statut special ar fi operatorul N, dar o astfel de concluzie 
s-ar baza doar pe o aparenţă. 

într-adevăr, N, ca operator monar, se aplică unor formule 
complexe în componenţa cărora intră alţi operatori logici, 
la fel de bine şi în acelaşi fel cum se aplică unui element sin¬ 
gular şi în plus, în cunoscutul tabel general al celor 16 opera¬ 
tori ai CP asociat logicii standard, operatorul N nu-şi află 
definiţia matricială într-o anume coloană specială a tabelului, 
aşa cum este cazul oricăruia din ceilalţi 16. Existenţa opera¬ 
torului N poate fi evidenţiată numai dacă comparăm între 
ele coloanele celorlalţi operatori, şi anume, a celor din prima 
jumătate cu cele din a doua jumătate a tabelului. Această 
situaţie se datoreşte însă faptului că, tabelul la care ne refe¬ 
rim, prin însuşi felul în care a fost construit, dă expresie directă 
numai operatorilor binari şi nu ţine de faptul că operatorul 
N s-ar situa, prin sensul său, la un alt nivel logic decît ceilalţi 
16 operatori, prezenţi în mod explicit în tabelul nr. 1. în fond, 
într-un anume sens, nu numai operatorul N se află în situaţia 
de a putea fi aplicat atît variabilelor individuale cît şi formu¬ 
lelor mai complexe, alcătuite ele însele din variabile propor¬ 
ţionale, legate între ele prin intermediul operatorilor binari 
consideraţi. O formulă ca aceea care exprimă comutativitatea 
conjuncţiei, este o echivalenţă de conjuncţii, iar formula cu¬ 
noscută sub numele de „contrapoziţia implicaţiei” este o 
implicaţie de două implicaţii, din care una între două negaţii. 
Cu toate acestea, în aceste cazuri şi nici în altele similare lor, 
nici operatorul E şi nici operatorul C, nu pot fi consideraţi 
ca ţinînd de un domeniu metateoretic sau ca avînd o situaţie 
cu totul specială în comparaţie cu apariţia aceloraşi operatori 
în fbf de maximă simplitate. Aplicarea operatorului N asupra 
unor formule complexe poate părea mai firească decît a ori¬ 
cărui alt operator, numai pentru că N este un operator monar 
şi, din această cauză, aplicarea sa este la fel de firească asupra 
unei variabile individuale şi asupra unei formule mai complexe. 
Faptul că, aplicarea negaţiei asupra unei formule complexe 
presupune înţelegerea acestei formule complexe ca şi cum ar 
fi o singură variabilă propoziţională, nu constituie o raţiune 
suficientă pentru a acorda negaţiei, în sensul mai sus presu¬ 
pus, un loc cu totul special faţă de ceilalţi operatori ai CP. 
De fapt, operatorii E şi C, în formulele complexe citate, presu¬ 
pun, în actul aplicării lor la alte formule complexe, înţelege- 
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rea acestor din urmă formule ca nişte variabile individuale, 
într-un sens asemănător cu cel în care negaţia cerea acest 
lucru. 

Operatorul O, ca semn pentru operaţia de dualizare, poate 
fi privit ca asemănător cu negaţia sub un anumit aspect şi 
anume, caracterul său de operator monar. Deşi strîns legat 
de negaţie şi nu numai în înţelesul citat, operatorul [> pare să 
se deosebească destul de mult atît faţă de negaţie, cît şi faţă 
de ceilalţi operatori ai CP. 

Comparat cu operatorii CP, operatorul [> pare a fi apro¬ 
piat cel mai mult de operatorul N şi tocmai acesta a fost moti¬ 
vul pentru care am insistat pînă acum asupra negaţiei. O deo¬ 
sebire importantă între ^operatorii [> şi N poate fi totuşi 
pusă in evidenţă dacă facem apel la modul de construire a dua¬ 
lului unei formule date, în comparaţie cu alcătuirea negaţiei 
aceleiaşi formule. Modalitatea de construire a negaţiei unei 
formule devine evidentă prin simpla citire a definiţiei matri¬ 
ciale a operatorului N: „negaţia unui enunţ adevărat este 
falsă şi negaţia unui enunţ fals este adevărată”. De aici rezultă 
că, dată fiind definiţia matricială a unei formule oarecare, 
simpla inversare a valorilor de adevăr adevăr şi fals — din 
soluţia matricii duce la definiţia negaţiei primei formule. 

Tot pe baza celor spuse pînă în prezent cu privire la opera¬ 
ţia de dualizare, este lesne de remarcat că definiţia matricială 
a unui eventual operator al dualităţii (în cazul nostru opera¬ 
torul O) diferă sensibil de 'cea a negaţiei, mai sus amintite. 
Pornind de la faptul că noi am acceptat o anumită definiţie 
a dualităţii, rezultă |că, dată fiind o fbf oarecare a CP, dualul 
ei va putea fi obţinut prin^două feluri de schimbări, operate 
simultan. Prima categorie de schimbări se aplică variabilelor 
componente ale formulei considerate, iar cea de a doua se 
aplică soluţiei care îi corespunde, în definiţia ei matricială, 
formulei noastre. De fapt, definiţia dualului prezentată an¬ 
terior, exprimă, destul de clar toate acestea. Atît din cele 
spuse acum, cît şi din definiţia amintită, reiese că negaţia 
îndeplineşte un rol fundamental în obţinerea dualului unei 
expresii date. Reamintim faptul că, atît pentru schimbarea 
valorilor de adevăr ale variabilelor componente, cît şi a celor 
care corespund funcţiei de adevăr ca întreg, se operează prin 
intermediul negaţiei. Implicarea operatorului N în definirea 
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operatorului [>, deschide perspectiva unor noi aspecte privind 
relaţia dintre dualitate şi negaţie. 

înainte însă de a merge mai departe, se pare că ar trebui 
să ne oprim asupra unei chestiuni care ar putea să dea naştere 
unor neînţelegeri. Iată despre ce este vorba. Deosebirea dintre 
operatorul £> şi operatorul N, ca de altfel şi legătura dintre ei, 
ar ţine de faptul că negaţia este indispensabilă pentru o defi¬ 
niţie riguroasă a dualităţii. Dar, dacă luăm în consideraţie 
teorema negaţiei prezentată de B. Mates, s-ar putea ridica 
obiecţia că, la rîndul său, operatorul j> este implicat în defi¬ 
nirea negaţiei. Amintim că, în conformitate cu această teore¬ 
mă, negaţia unei formule poate fi redată înlocuind operatorul 
(operatorii) acestei formule cu dualul (dualii) său şi totodată 
înlocuind variabilele componente ale formulei cu negaţiile 
lor. Noi considerăm că, teorema negaţiei dată de B. Mates 
poate servi ca un mijloc de construcţie a negaţiei unei formule 
şi nu ca o definiţie, în sensul propriu al cuvîntului, a negaţiei 
şi aceasta pentru că, teorema lui B. Mates, luată ca o definiţie 
a negaţiei, ar presupune conceptul dat spre definire (negaţia) 
in componenţa noţiunii care defineşte. 


2. O MATRICE PENTRU [>. PREDUALUL 

Dată fiind caracterizarea dualităţii prin intermediul limba 
jului natural, se poate remarca că o eventuală definiţie matri¬ 
cială a operatorului [>, corespunzător operaţiei de dualizare, 
presupune o modalitate specială de construcţie a matricii. în 
acest sens obţinerea dualului unei expresii date presupune două 
tipuri de schimbări — variabile componente şi formulă ca 
întreg. în consecinţă, şi construirea unei matrici pentru opera¬ 
torul trebuie să urmeze două trepte. 

Prima treaptă va consta în obţinerea unei formule pe care 
noi o numim predual ( [> r ) şi care marchează prima schimbare 
presupusă de operaţia de dualizare. Cea de a doua treaptă, 
marcînd cea ^de a doua schimbare, constituie trecerea de la 
pre-dualul la dualul (O) formulei iniţiale. 

Pe baza caracterizării date anterior relaţiei dintre o fbf 
oarecare şi dualul ei, s-a constatat că dualul presupune o 
inversare simetrică a valorilor de adevăr corespunzătoare 
formulei iniţiale, în matricea ei. în acest sens, ni se pare semni- 
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ficativă remarca lui Lesniewski, după care, obţinerea dualului 
unei conexiuni logice oarecare presupune o inversare a fiecărui 
component şi o inversare de 180° a soluţiei, în raport cu o 
axă perpendiculară pe planul matricii si prin centrul ei [34, 
P . 294], 

Reamintind notaţia folosită anterior, în conformitate cu 
care am convenit să denotăm prin şirul „(v 1 , u 2 , v 3 , r 4 )” succe¬ 
siunea valorilor de adevăr din soluţia înscrisă într-o matrice 
pentru o formulă a logicii standard ce conţine numai două 
variabile propoziţionale şi o singură apariţie a unuia din cei 
16 operatori binari ai CP şi încercînd o generalizare, vom spune 
că într-o fbf a logicii standard, alcătuită prin intermediul 
operatorilor binari, pentru un număr n (n ^ 2) de variabile 
propoziţionale, vom avea n — 1 apariţii ale operatorului bi¬ 
nar constituient, sau n — 1 apariţii ale operatorilor binari 
constituienţi. Este, de asemenea, cunoscut că, dacă numărul 
variabilelor propoziţionale dintr-o fbf este mai mare decît 2, 
ti > 2, atunci şi şirul valorilor de adevăr din soluţia înscri¬ 
să în matrice pentru expresia considerată este mai mare de 4; 
de exemplu, pentru 3 variabile propoziţionale, numărul aces¬ 
tor valori se ridică la 8. Întrucît folosim expresii cu un număr 
oricît de mare, dar finit, de variabile propoziţionale, rezultă 
că şi numărul valorilor de adevăr ce formează soluţia unei ase¬ 
menea funcţii de adevăr, sau altfel spus, numărul valorilor 
de adevăr prin care formula considerată se defineşte pe cale 
matricială, poate fi, la rîndul său, oricît de mare, dar tot finit, 
în plus, numărul valorilor de adevăr care formează soluţia 
înscrisă în matricea formulei considerate este dependent 
de numărul variabilelor propoziţionale ce intră în alcătuirea 
acestei expresii. Astfel, dacă numărul variabilelor propoziţio¬ 
nale din care este alcătuită o fbf oarecare este egal cu n, atunci 
numărul valorilor de adevăr din soluţia ce îi corespunde în 
matrice acestei formule este egal cu 2”*. 

în aceste condiţii, dacă notăm cu ,,<!>” operatorul constitu¬ 
tiv al formulei şi cu ,, pn ” mulţimea variabilelor propoziţio¬ 
nale componente, atunci valoarea funcţiei de adevăr cores- 

* Precizăm că atunci cînd spunem ,,numărul valorilor de adevăr” avem 
în vedere nu existenţa a mai mult de două valori de adevăr — adevăr şi fals — 
ci numărul cazurilor distincte în care aceste două valori apar în soluţia unei 
matrici de adevăr. 


92 



punzătoare formulei noastre poate fi redată prin următoarea 
expresie: 

(22.1) Y'fr" -1 P n = (*V v 2 , ■ ■ ■, v 2 ”-i, v 2 »,)* 

D acă formula (22.1) desemnează valoarea de adevăr (-yj 
a formulei considerate de noi, valoare exprimată matricial, 
atunci prima treaptă în obţinerea dualului va fi desemnată 
prin formula : 

(22.2) y O'#' 1 / 1 /” 1 = (»VS V2«-i.-- »!)] 

în care pn denotează, aşa cum am stabilit anterior, 

predualul formulei <J>" —1 pn, considerată iniţial. Se poate observa 
că în obţinerea predualului formulei ($ n ~ 1 pn a fost operată o 
inversare — simetrică în raport cu ordinea lor iniţială — a şirului 
valorilor de adevăr din soluţia funcţiei, am spune o rotaţie 
de 180° în raport cu un vector care ar indica ordinea în care 
valorile funcţiei se succedau iniţial. 

Vom încerca să prezentăm această schimbare în contextul 
cunoscutelor tabele de adevăr. Pentru aceasta, convenim ca 
litera c,- să desemneze combinaţia de valori de adevăr pentru 
variabilele prepoziţionale ce intră în alcătuirea formulei <t*" -1 pn 
şi căreia îi corespunde ca valoare a funcţiei de adevăr asociate 
acestei formule, valoarea de adevăr ; altfel spus, în matricea 
formulei v i este o soluţie pentru această formulă în 

cazul în care variabilele propoziţionale care alcătuiesc această 
formulă au valorile de adevăr desemnate de combinaţia c f . 
Mai precizăm că, şirul combinaţiilor de valori de adevăr pentru 
variabilele componente cuprinde acelaşi număr de elemente 
ca şi şirul valorilor de adevăr care formează soluţia matricială 
pentru formula considerată, adică după cum în soluţia matri- 
cii avem v 2 n valori de adevăr, tot aşa pentru variabilele pro¬ 
poziţionale componente vom avea c 2 » combinaţii de valori 
de adevăr. In plus, convenim să desemnăm prin şirul (c x , c 2 , 
..., c 2 *_ i, c 2 «) baza matricii, iar prin şirul (v t , v 2 , . .. « 2 *_ l5 

* Pentru formula (22.1) şi pentru cele ce urmează păstrăm aceeaşi con¬ 
venţie stabilită încă în paragraful (1.1), după care, f, este valoarea funcţiei 
pentru cazul în care p lt p 2 , p 3 , . . .., p n au toţi valoarea 1 . .. . ; v 2 n este 
valoarea funcţiei cînd toţi p lt p 2 , p 3 .... p n au valoarea 0. Celorlalte soluţii, 
între v 3 şi u 2 , le corespund celelalte combinaţii ale valorilor 1 şi 0 pentru p 19 
Pii Pa • • • - P n - 


93 



v 2 n), soluţia matricii. în aceste condiţii matricea: 


Baza matricii 

Soluţia 

matricii 

Pi» P 2 * • • •* P n 


0'® n ~ 1 pn 

c i 

"1 

«2"-l 

C 2 

"2 

v 2 n 

c 2 «_1 

V-i 


c 2 n 

v 2 n 

”1 


Matricea (M. 22.1) 


defineşte predualul formulei O n ~ 1 pn. Este de remarcat faptul că, 
raportate la soluţia corespunzătoare predualului formulei 
valorile, sau mai bine zis, combinaţiile de valori, din baza ma¬ 
tricii rămîn în poziţia iniţială, adică valorile de adevăr ale 
variabilelor propoziţionale ce intră în alcătuirea formulei 
<I> n_1 pti au rămas pe acelaşi loc şi pentru predualul acestei 
formule, [>'<! '> n ~ 1 pn. Mai precis spus, dacă pentru formula 
(22.1) t^ desemna soluţia formulei pentru cazul în care toate 
variabilele ei propoziţionale aveau valoarea de adevăr adevăr , 
iar u 2 >» soluţia aceleiaşi formule pentru cazul în care toate varia¬ 
bilele ei propoziţionale aveau valoarea de adevăr fals, atunci 
pentru formula (22.2) situaţia este exact inversă, fiecare valoa¬ 
re de adevăr din soluţia matricială a acestei formule ocupînd 
o poziţie opusă, dar şi simetrică, faţă de poziţia pe care o ocupa 
iniţial în soluţia formulei (22.1). Această inversiune simetrică 
s-a produs pentru tot şirul (r x , v 2 . . . ., v 2 n -i,v 2 *), adică rotaţia 
de care vorbeam anterior a afectat fiecare membru al acestui 
şir. 

Aplicînd operaţiile indicate pînă acum într-un caz concret, 
să spunem al disjuncţiei şi considerînd că valoarea de adevăr 
a formulei Apq este redată de expresia: 

(22.3) - { A P q = (1, 1, 1, 0) 

valoarea predualului ei va fi exprimată astfel: 

(22.4) Y O 'Apq = (0, 1, 1, 1) 
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sau, dacă folosim, ca şi mai sus, tabelele de adevăr, avem: 


' P 9 

Apq 

I >'-dpq 

1 1 

1 

0 

1 0 

1 

1 

0 1 

1 

1 

0 0 

0 

l 


Matricea (M. 22.2) 


Este, uşor de observat că în exemplul folosit locul lui O a fast 
luat de A, iar n = 2, astfel încît Pi = p şi p 2 = q. 

Pentru ca din predualul formulei care constituie obiectul 
discuţiei noastre să obţinem dualul ei, este necesar să schim¬ 
băm fiecare apariţie a valorii de adevăr adevăr din soluţia 
cuprinsă în matricea predualului cu valoarea de adevăr fals 
şi reciproc, să schimbăm valoarea de adevăr fals cu valoarea 
de adevăr adevăr. Deci, dacă formula (22.2) exprima valoarea 
predualului formulei O" - r pa, atunci valoarea dualului acestei 
formule, [><l>" _1 p7i, va fi exprimată de formula: 

(22.5) y |>3>"-> = (IVVS Nv 2 n_ u -, Nv 2 , Nv t ) 

Corespunzător formulei (22.5), tabelul: 


Baza matricii 

Soluţia matricii 

Pi* Pz • * • • Pn 

O n *pn 


[>$" 1 p n 

c i 


v 2 n 

Nv 3 n 

C 2 

v 2 

r a "_i 


<V>-i 

v 2 n ~ 1 

v t 

Nv 2 

c 3 n 

«2» 




Matricea (M.22.3) 


exprimă sub forma unei matrici definiţia formulei <t> n ~ I pn, a 
predualului ei şi a dualului ei — în această ordine — în cadrul 
rubricii „Soluţia matricii”. Eliminînd din matricea (M. 22.3) 
coloana corespunzătoare soluţiei predualului formulei <$ n - 1 pn, 
am putea obţine o nouă matrice, mai restrînsă, care ar fi 
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expresia directă a definiţiei lui (>O' 1-1 pn. adică a dualului 
formulei iniţiale. 

Dacă revenim la exemplul iniţiat mai sus, valoarea dualului 
lui Apq se poate exprima prin formula : 

( 22 . 6 ) ^[>Apq = ( 1 , 0 , 0 , 0 ) 

sau, folosind procedeul matricial, dualul disjuncţiei poate 
fi redat astfel: 


PI 

•Apq 

[> a pi 

1 1 

1 

: 

i 

1 0 

1 

0 

0 1 

1 

0 

0 0 

0 

0 


Matricea (M.22.4) 


După cum se observă, în obţinerea dualului unei formule 
oarecare {O n ~ 1 pn) ne-am folosit de două procedee, oarecum 
diferite prin natura lor. Primul dintre ele este o inversare, 
propriu-zis, o mişcare de rotaţie pentru valorile cuprinse în 
soluţia matricii, astfel încît, după ce această rotaţie a fost 
efectuată şi deci predualul a fost obţinut, fiecare valoare 
de adevăr din şirul de valori ce alcătuiesc soluţia matricială 
a predualului ocupă o nouă poziţie în raport cu cea ocupată 
în soluţia matricială corespunzătoare formulei iniţiale, şi 
anume, poziţia simetrică faţă de cea anterioară, socotită si¬ 
metrică în raport cu centrul matricii, iar valoarea de adevăr 
care ocupa înainte poziţia ocupată de ea acum se află aşezată 
în locul lăsat liber de ea. Altfel spus, urmînd îndeaproape ideile 
lui Lesniewski, dacă ne imaginăm o axă perpendiculară pe matri¬ 
cea iniţială, exact prin centrul ei, predualului îi va corespunde 
o nouă matrice obţinută prin rotirea cu 180° a primei matrici, 
în raport cu axa considerată. 

Cel de al doilea mijloc utilizat pentru obţinerea dualului 
formulei asumate, mai precis spus, procedeul prin care trecem 
de la predual la dual, poate fi realizat cu ajutorul operatorului 
N, aşa cum de altfel rezultă şi din citirea formulei (22.5) 
sau a matricii (M.22.3). Schimbarea valorii de adevăr adevăr 
cu valoarea de adevăr fals şi reciproc, schimbarea valorii de 
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adevăr fals cu valoarea de adevăr adevăr, pentru fiecare din 
v 2 n, V 2 n -i> . ...,v 2 ,v l este echivalentă, dată fiind definiţia 
asumată pentru operatorul N, cu aplicarea negaţiei asupra 
fiecărui caz din soluţia înscrisă în matrice, iar această operaţie 
este de fapt echivalentă cu negarea expresiei a cărei soluţie 
matricială este supusă unei astfel de transformări. încercăm 
să exprimăm prin tabelul de mai jos cele două trepte succe¬ 
sive în obţinerea dualului unei formule oarecare (rotirea solu¬ 
ţiei şi simultan schimbarea valorii de adevăr adevăr cu valoarea 
de adevăr fals şi reciproc, a valorii de adevăr fals cu valoarea 
de adevăr adevăr, prin intermediul negaţiei): 


O "- 1 

pn 




n-1 

pn 



Evident, tabelul nr. 3 nu are o valoare mai mare decît de a 
arăta printr-o schemă, pe care noi am dorit-o intuitivă, cele 
două trepte în obţinerea dualului unei formule oarecare, ca şi 
simetria ce există între o formulă oarecare şi dualul ei. 

Pe baza celor spuse privind trecerea ei de la predual la dual 
rezultă în primă instanţă cel puţin două consecinţe. Prima 
este evidentă şi constă în aceea că trecerea de la predual 
la dual implică operaţia de negare desemnată de operatorul 
N. A doua, la fel de evidentă, constă în aceea că, pe baza celor 
constatate privitor la intervenţia operaţiei de negare în opera¬ 
ţia de obţinere a dualului din predual, se poate afirma că în¬ 
tre predual şi dual există o relaţie ca de la afirmaţie la negaţie. 
Altfel spus, faptul rezultă şi din compararea formulelor (22.2) 
şi (22.5) sau (22.4) şi (22.6) — dacă revenim la exemplul utili¬ 
zat — ca şi din matricea (M. 22.3), se poate afirma că negaţia 
predualului este echivalentă cu dualul şi conversa, negaţia dua- 
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lului este echivalentă cu predualul. Exprimate în limbajul 
formulelor, cele două aserţiuni arată astfel: 

(22.7) N O'®" -1 /”* = O O"- 1 /»/! 

(22.8) N 03>" _1 i>n = A'0"-V l 

Din cele expuse pînă în prezent rezultă că pasul doi în pro¬ 
cedeul de obţinere a unei definiţii matriciale a dualului unei 
formule oarecare a CP, mai bine zis, în procedeul de obţinere 
a unei definiţii matriciale a operatorului 0, se realizează, fără 
îndoială, pe un parcurs familiar logicii standard. Altfel spus, 
obţinerea dualului din predual fiind o transformare ce poate 
fi efectuată prin intermediul operatorului N, aşa cum arată 
formulele (22.7) şi (22.8) sau matricea (M22.3), nu poate atra¬ 
ge, în principiu, obiecţii. Cu t»tul alta rămîne însă situaţia, 
cel puţin pînă în prezent, pentru primul pas în operaţia de 
obţinere a dualului unei formule oarecare a CP, adică trecerea 
de la formula iniţială la predual. Reiese că prima treaptă a 
procedeului de construcţie a definiţiei matriciale a operatoru¬ 
lui [>, a fost realizată printr-un procedeu ce pare, cel puţin 
la prima vedere, străin de mijloacele în sens strict, familiare 
logicii standard. Ne referim, evident, la acea «peraţie de in¬ 
versiune simetrică a soluţiei cuprinsă în matricea formulei 
iniţiale, inversare care, a putut fi exprimată ca o rotire a matri- 
cii cu 180° faţă de o axă perpendiculară în centrul planului 
matricii. Evident că această mişcare de rotaţie poate fi expli¬ 
cată dacă ne imaginăm matricea ca un sistem grafic definit 
într-un plan. întrebarea care se pune este însă dacă această 
mişcare de rotaţie a matricii formulei iniţiale şi care are drept 
rezultat obţinerea matricii predualului formulei iniţiale poate 
fi exprimată în termeni pur logici, sau dacă i se poate găsi o 
procedură logică echivalentă, evident, cel puţin prin rezultat. 
Reamintim că, pentru rotaţia implicată în prima treaptă a 
procedeului de obţinere a unei definiţii matriciale pentru ope¬ 
ratorul £>, noi am luat în consideraţie numai o parte a planu¬ 
lui matricii şi anume cea corespunzătoare soluţiei înscrise în 
matrice. 

Răspunsul la această întrebare este afirmativ. Există un 
procedeu logic care, aplicat formulei iniţiale, duce la obţine¬ 
rea unui rezultat echivalent cu acela al rotirii planului matricii 
cu 180° faţă de axa considerată (evident, a porţiunii din 
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planul matricii care înscrie soluţia), adică are drept rezultat 
obţinerea predualnlui. 

Deloc surprinzător, dacă ţinem seamă de caracterizarea dată 
iniţial operaţiei de dualizare, acest procedeu logic constă, la 
rîndul său, din folosirea negaţiei. De data aceasta însă, opera¬ 
torul N nu afectează soluţia cuprinsă în matrice, adică for¬ 
mula în ansamblul ei, ci fiecare din variabilele componente 
ale formulei definită prin matrice. Altfel spus, predualul unei 
expresii date este echivalent cu o formulă alcătuită din nega¬ 
ţiile variabilelor din formula iniţială, conectate de operatorul 
formulei iniţiale. în consecinţă, dacă pornim de la faptul că 
pn desemnează mulţimea variabilelor propoziţionale conec¬ 
tate de operatorul (ţ) şi convenim ca mulţimea negaţiilor varia¬ 
bilelor propoziţionale conectate de operatorul considerat să 
fie desemnată prin Npn, atunci formula: 

(22.9) \>'<$> n - l pn = (i> n ~ 1 Npn 

exprimă relaţia dintre predualul unei formule oarecare a CP 
şi această formulă. Putem considera, totodată, că formula 

(22.9) indică şi procedeul logic echivalent cu operaţia folosită 
de noi pe prima treaptă a drumului de construire a unei defi¬ 
niţii matriciale a operatorului £>, concretizată în obţinerea 
dualului unei formule oarecare. Folosind procedeul matricial, 
vom putea pune în evidenţă caracterul de lege logi că al formulei 

(22.9) : 


Baza matricii 

_ 5 

ioluţia matricii — 



Pii P21 • • ♦ • 

G> n ~~ l pn p>'<D n ~‘ 1 pn 
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3 >" _1 Npn . , 

y <S> l Npn 

Cl 

v x v 2 n 

c 2 n 

v 2 n 

1 

«2 

»2 «2 B -1 

c n « 
v 2 —1 
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V 2 -1 
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«2« «1 
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Matricea (M.22.5) 
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La acelaşi rezultat vom ajunge dacă încercăm aplicarea 
formulei (22.9) la exemplul pe care l-am folosit pînă acum. 


p q 

Apq 

ţ>'Apq 

NpNq | 

ANpNq j 

£>'Apq = ANpNq 

1 1 

1 

i 0 

0 0 

0 

1 

1 0 

1 

1 

0 1 

1 

1 

0 1 

1 

1 

1 0 

1 

1 

0 0 

0 

1 

1 1 

1 

1 


Matricea (M.22.6) 


Revenind în acest moment, după ce am analizat modul de 
construire a matricii operatorului O, modalitate exprimabilă 
prin formula (22.5), pentru cazul în care valoarea de adevăr 
a unei formule oarecare a CP, 5 )"~ 1 pn , este redată prin şirul («j, 
v 2 ..., v 2 n -i, v 2 n ), la asemănările dintre O şi N, considerăm 
că, înainte de a trece mai departe, se impune o precizare. Am 
arătat la începutul acestui capitol că operatorii [> şi N pot fi 
ambii înţeleşi ca operatori monari. Cu acelaşi prilej am menţio¬ 
nat faptul că, deosebirile dintre dualitate şi negaţie şi, în conse¬ 
cinţă, dintre operatorii corespunzători acestor operaţii, vizea¬ 
ză nu numai rezultatul aplicării lor la aceeaşi formulă, dar şi 
modul de aplicare a lor. Reamintind aici scurta analiză asupra 
negaţiei, sc poate observa, din procedeul de construire a matri¬ 
cii dualului că, definirea lui [> implică utilizarea operatorului 
N. Intervenţia operatorului N în definirea lui O, propriu- 
zis în constituirea dualului unei expresii date, are loc pe fie¬ 
care din cele două trepte ale procedeului de obţinere a dualului. 
Deosebirile dintre aceste două trepte şi dintre rezultatele 
lor, deci dintre predual şi dual, ţin tocmai de modul diferit 
în care operatorul N este implicat pe fiecare din aceste trepte. 
Se poate conchide, că deşi operatorul 0 îşi subordonează opera¬ 
torul N, totuşi N este condiţie fără de care dualul nu poate 
deveni un act înfăptuit. 

în sfîrşit, o ultimă observaţie. Pe baza formulei (22.8) se 
poate conchide că, la rîndul său, predualul este definibil în 
termenii dualităţii şi ai negaţiei. De aici putem considera că, 
în cazul unui sistem riguros dedicat dualităţii, noţiunea de 
predual poate fi omisă fiind înlocuită, conform formulei citate. 
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prin negaţia dualului sau prin dualul negaţiei; reamintim echi¬ 
valenţa, anterior discutată, dintre dualul negaţiei şi negaţia 
dualului unei expresii. Ajunşi în acest punct al discuţiei, deci 
în momentul în care am obţinut o matrice a operatorului [>, 
putem renunţa la noţiunea de predual, socotind acest concept 
numai ca o treaptă ajutătoare în mecanismul de clarificare 
a felului în care poate fi construită definiţia matricială a opera¬ 
torului [>. Cu toate acestea, predualul unei expresii oarecare 
ar putea fi înţeles nu numai ca un pas, evidenţiat doar din 
motive metodologice, ci şi ca un mijloc de a întregi analiza 
implicaţiilor logice ale principiului dualităţii. Pentru moment 
vom lua un singur exemplu. Reamintim pentru aceasta, rolul 
important pe care l-a jucat în capitolul anterior noţiunea de 
negaţie a dualului unei formule. în baza formulei (22.8) ştim 
că predualul unei formule oarecare este echivalent cu negaţia 
dualului său, cu dualul negaţiei aceleiaşi expresii; pe baza 
formulei (22.9) am stabilit că predualul unei expresii este echi¬ 
valent cu o altă expresie alcătuită din negaţiile variabilelor 
propoziţionale ale primei expresii, conectate între ele de opera¬ 
torul (operatorii) expresiei iniţiale. De aici putem conchide 
că, dualul negaţiei unei expresii oarecare (sau negaţia dualu¬ 
lui ei) poate fi redat direct prin simpla înlocuire a variabilelor 
componente ale acestei expresii cu negaţiile lor. Această ultimă 
aserţiune poate fi socotită ca o completare adusă la chestiunea 
expresiilor armonic conjugate ale logicii standard. 


3. PROPRIETĂŢILE OPERATORULUI [> 

Intenţia primă, dacă ne referim la acest capitol, a fost aceea 
de a pune în evidenţă posibilitatea existenţei unui operator [>, 
care desemnează operaţia de dualizare şi, în consecinţă, con¬ 
struirea matricii prin care acest operator este definit. După 
cum afirmam însă, la începutul acestui capitol, definirea prin 
intermediul tabelelor de adevăr a unui operator al unui calcul 
logic oarecare este legată de studierea, tot pe bază matricială, 
a proprietăţilor acelui operator şi a legăturilor sale cu ceilalţi 
operatori ai calculului. 

în cazul operatorului [>, parţial, aceste chestiuni au fost 
impuse chiar de construirea matricii prin care el se defineşte. 
Ca o consecinţă firească a acestei situaţii, o parte a acestor 
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aspecte sînt conţinute în paragrafele anterioare. Dintre ele, 
cităm, caracterul raonar al lui [>, asemănările şi deosebirile 
sale faţă de operatorul N. Revenind încă o dată, asupra aces¬ 
tor deosebiri, remarcăm faptul că ele nu se reduc la aceea că 
[> îşi subordonează, ca o condiţie necesară a definirii sale, 
operatorul N. Mai mult, dacă proprietatea de a fi operator 
monar, în cazul lui N, avea drept consecinţă ştergerea, în sen¬ 
sul indicat, a diferenţelor dintre o simplă variabilă propoziţio- 
nală şi o formulă complexă, caracterul de a fi monar al lui 
[> implică, ca definitoriu pentru el, actul distincţiei variabile¬ 
lor în starea unitară a formulei. Caracterul monar al lui [> 
implică distincţia dintre nivelul variabilelor şi nivelul formu¬ 
lei ca întreg, iar această distincţie este operată prin intermediul 
negaţiei. Dacă acest caracter al unui operator de a fi mo¬ 
nar este o expresie a identităţii, atunci procedeul de con¬ 
struire a dualului este expresia interdependenţei dintre actul 
de identificare şi actul de distincţie, de diferenţiere. Caracterul 
monar al lui [> ca identitate se realizează prin actul de distinc¬ 
ţie, ca diferenţă şi numai că se realizează, dar, diferenţa apare 
aici ca veritabil substrat, ca adevărată natură a identităţii. 

Evident, avem în vedere aici o interpretare a operatorului 
[> în legătură cu principiul identităţii concrete, ca principiu 
al metalogicii filozofice [26 p. 223—262] şi considerăm o 
astfel de interpretare adecvată nu numai datorită modului 
specific de constituire a dualului unei expresii date prin inter¬ 
mediul operatorului ţ>, ci şi faptului că operatorul ni se pare, 
ţine de un tip superior de generalitate în raport cu clasa ce se 
compune din cei 17 operatori, bine cunoscuţi, ai CP. în această 
perspectivă, un eventual sistem strict formal, avînd în opera¬ 
torul [> un operator fundamental, îşi va subordona sistemele 
obişnuite ale CP, cel puţin din perspectiva dualizării. 

Raţiunea primă a acestei idei, a faptului că t> ar ţine de 
un nivel superior de generalizare, se află, în tabelul celor 16 
operatori binari ai CP. După cum este cunoscut cel de al 
17-lea operator al CP, operatorul N, apare nu într-o coloană 
specială a tabelului citat, ci am putea spune, în opt din cele 
16 coloane ale tabelului. Revenind la tabelul nr. 1, este lesne 
de observat că, dacă primele 8 coloane, care formează prima 
jumătate a tabelului, sînt luate ca formaţii de bază, atunci 
fiecare din cele 8 coloane cuprinse în cea de a doua jumătate 
poate fi înţeleasă şi ca negaţia coloanei simetrice, din prima 
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jumătate. Dacă comparăm acest tabel cu cel corespunzător 
înscrierii operatorilor duali în două coloane paralele, vom 
observa că, pentru descoperirea operatorului [> nu mai putem 
urma aceeaşi cale, ca în cazul operatorului N şi nici măcar 
una asemănătoare şi aceasta pentru simplul motiv că în tabe¬ 
lul citat, operatorul [> nici nu apare. E adevărat, în tabel 
apar operatorii duali, adică doar un efect al operatorului O, 
dar dacă ia cazul anterior, efectul, existenţa unor formule 
ca negaţii ale altor formule, coincidea cu punerea în lumină 
a operatorului N, de data aceasta, existenţa de formule duale 
nu ne duce direct la definiţia operatorului [> . 

Discuţia din cadrul paragrafului anterior ne-a [condus la 
o definiţie a operatorului f'', pe care în baza formulei (22.5) 
şi a matricii (M. 22.3) o putem reformula prin expresia: 

(23.1) 0<D n-1 pn = N®*- 1 Npn 

care poate fi considerată şi ca exprimarea formală a enunţului 
din primul capitol prin care dualitatea era definită în terme¬ 
nii limbajului natural. La fel, formula (23.1) corespunde celei 
de a doua legi a dualităţii pe care o dă W. Quine. Formula 

(23.1) poate fi înţeleasă ca o definiţie formală a operatorului 
O prin intermediul negaţiei. în consecinţă, fiecare din cei 
16. operatori binari ai CP, cuprinşi în tabelul nr. 1, poate fi 
obţinut dintr-un alt operator, înscris în acelaşi tabel, aplicînd 
formulei constituită de acest operator operatorul [>, sau, alt¬ 
fel spus, aplicîud formulei constituită de el operaţia de duali- 
zare asa cum aceasta din urmă este denotată de formula 

(23.1) .' 

în acest sens, în conformitate cu formula (22.6), în obţine¬ 
rea căreia formula (22.5) este implicată direct, iar definiţia 

(23.1) este implicată indirect, valoarea de adevăr a dualului 
disjuncţiei este exprimabilă prin şirul: 

s x = (1, 0 , 0 , 0) 

Din tabelul nr. 2, care prezintă operatorii duali ai CP, rezultă 
că dualul disjuncţiei este conjuncţia întrucît valoarea ei de 
adevăr este exprimabilă prin acelaşi şir s x . în acelaşi fel, dacă 
punctul de plecare ar fi fost conjuncţia, concluzia la care am 
fi ajuns ar fi fost că dualul conjuncţiei este disjuncţia. în- 
tr-un mod cu totul analog putem proceda ca oricare din cei 
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16 operatori binari ai CP şi bineînţeles, la fel putem proceda 
cu operatorul N. 

înainte însă de a ne ocupa de dualul unei formule alcătuită 
numai prin intermediul operatorului N, ceea ce este de fapt, 
echivalent cu a spune „dualul operatorului IV”, nu putem 
trece cu vederea un aspect ce ni se pare important, implicat 
în trecerea, prin intermediul operatorului [>, de la disjuncţie 
la conjuncţie şi invers. Exemplul folosit ne sugerează ideea 
că, dacă o formulă oarecare, să spunem <$ n ~ 1 pn îşi află dualul în 
formula ip m ~ 1 pm, atunci, la rîndul ei, formula ip m ~ 1 pm îşi află 
dualul în formula O n ~ 1 prt*. în cele Ce urmează vom căuta să 
dovedim aserţiunea noastră. 

Astfel, dacă dualul formulei 0 n ~ 1 pn este formula tp m ~ 1 pm 
atunci, în conformitate cu formula (22.1) înseamnă că dacă 
valoarea de adevăr a formulei O " -x pn este exprimată de şirul: 

S 2 = ( v n V 2 -> -, tv ! ) 

atunci valoarea de adevăr a formulei în calitate de 

dual al formulei <p n ~ 1 pn, va fi reprezentată de şirul: 

= (Nv 2 *, 1V«2»_„-- Nv 2 , Nvj) 

Acum, dacă dorim să obţinem dualul formulei t| j m ~ 1 pm, folosind 
procedeele cunoscute, vom avea ca dual al ei o formulă oare¬ 
care, să spunem V k—1 pk, a cărei valoare de adevăr va fi redată 
de şirul: 

Sg : (NNv x , NNv 2 , ... ., JVJVuj».!, NNvf) 
care, pe baza legii dublei negaţii, devine: 

V = ( v V V) 

Este însă evident că şirurile, s 2 — care defineşte valoarea for¬ 
mulei <t >^ n ~ l pn şi şirul s' 3 — care defineşte valoarea formulei V k ~ l pk 

* Menţionăm că folosirea indicelui n — 1 sau m — 1 în scrierea formule¬ 
lor CP are în vedere numai acele expresii alcătuite cu operatori binari. în cazul 
în care, expresia este alcătuită cu ajutorul unui operator monar, negaţia 
de exemplu, acest tip de indice dispare întrucît, în acest caz, numărul de 
apariţii al operatorului, prevăzut de indicele în cauză, este egal cu numărul 
variabilelor propoziţionale cuprinse în expresie. 
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sînt echivalente. De aici rezultă că formulele (I> n_1 pn şi Y k ~ 1 pk 
sînt echivalente. Dar, cum s-a enunţat la început, formula 
I 1k ~ l pk este dualul formulei şi prin urmare, rezultă 

că dualul acestei ultime formule este de fapt prima formulă, 
în consecinţă, putem susţine, drept lege logică, formula: 

(23.2) [O (J> n_1 pn = ] —y [ [> = (J)" - !/»!.] 

Exact în acelaşi fel poate fi întemeiată şi reciproca acestei 
legi logice, adică formula: 

(23.3) [ [> = (I> n_1 pri ]—> [ [> O" -1 pn = m_, pm] 

iar din formulele (23.2) şi (23.3), acceptînd definiţia echiva¬ 
lenţei printr-o implicaţie reciprocă, obţinem formula: 

(23.4) [0^)" _1 pn = : = <I> n_1 pn] 

Folosind un procedeu identic, se poate ilustra cu uşurinţă 
că dubla dualizare a unei formule oarecare are drept rezul¬ 
tat formula iniţială. Astfel, dacă formula iniţială este C> n ~ 1 pn, 
iar şirul care o defineşte este şirul s 2 , atunci [> 1 pn care 

reprezintă o formulă obţinută din prima prin dubla aplicare a 
operatorului [>, adică prin dublă dualizare, va fi definită printr- 
un şir identic cu şirul s 3 , care, este echivalent cu şirul s' 3 , care, 
la rîndul său, este echivalent cu şirul s 2 , de unde rezulta for¬ 
mula: 

(23.5) O [>O n_1 pra = O n-1 /m 

Formula (23.5) comparată cu formula care exprimă legea 
dublei negaţii: 

(23.6) NNQf-'pn = O "" 1 pn 

ne poate duce la concluzia că dubla dualizare ar fi echivalentă 
cu dubla negare: 

(?3.7) Ot>0' , - 1 p» = NNQ'-'pn 

dar considerăm că această formulă (23.7) nu trebuie interpre¬ 
tată în sensul identităţii dintre operaţiile de dualizare şi de 
negare şi deci între operatorii O şi N, pentru motivul că aceste 
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două operaţii, aplicate aceleiaşi expresii a CP, într-o anumită 
situaţie, se dovedesc echivalente prin rezultatul lor. Două 
operaţii diferite prin natura lor pot duce la acelaşi rezultat, 
dar aceasta numai în anumite condiţii de aplicare a lor. Deşi 
asemănătoare sub unele aspecte, cele două operaţii şi deci şi 
operatorii corespunzători lor, diferă substanţial. De fapt, 
în baza definiţiei dualităţii acceptată de noi, formula (12.1) 
nu este o lege logică. Astfel, dacă reformulăm expresia (12.1) 
prin notaţia pe care o folosim în acest paragraf: 

(23.8) N<ţ> n ~ l pri = O $> n ~ l pn 

şi dacă luăm în consideraţie că această formulă (23.8) nu este 
lege logică, vom ajunge la concluzia că reîntoarcerea la formula 
iniţială prin dubla aplicare a operatorului [> se face pe altă 
cale decît reîntoarcerea la expresia iniţială prin dubla aplica¬ 
re a operatorului N. 

Considerăm că nu este necesar să insistăm asupra acestei 
chestiuni şi că este suficient să amintim analiza întreprinsă 
pe parcursul primului capitol — în special paragraful (1.2) 
— analiză din care rezultă că aplicarea operaţiei de dualizare 
asupra unei formule oarecare (o singură dată) este deosebită 
de aplicarea operaţiei de negare asupra aceleiaşi formule (tot 
o singură dată). Cu toate acestea există o excepţie şi anume, 
cazul operatorilor înscrişi de noi în clasa I. De fapt, formula 
(23.7) nu arată mai mult decît că doi operatori distincţi, [> 
şi N, se bucură de aceeaşi proprietate. în plus, se ştie că şi 
alţi operatori, avînd aceleaşi proprietăţi, nu sînt prin aceasta 
identici. Cel mai clar exemplu îl constituie, probabil, perechea 
conjuncţie-disjuncţie. Ne-am oprit asupra acestei probleme 
mai ales în intenţia de a sublinia încă o dată deosebirea dintre 
opinia acceptată şi cea a lui I. Copi cu privire la definiţia duali¬ 
tăţii. în pasajele următoare vom mai avea prilejul să aducem 
şi alte elemente în favoarea distincţiei dualitate-negaţie. Pen¬ 
tru moment, reţinem faptul că cei doi operatori analizaţi 
posedă şi alte proprietăţi similare. 

Astfel, cea de a patra lege a dualităţii, enunţată de W. 
Quine şi numită de Al. Churcb [12. p. 107 ] „principiul duali¬ 
tăţii pentru implicaţie”, poate fi exprimată prin formula: 

(23.9) -> j = [ O O <î) , '~ 1 prc] 
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Verificarea formulei (23.9) cu ajutorul metodei utilizate 
pînă acum ne duce la concluzia că ea este o lege logică. Dacă 
soluţia expresiei 0 n—1 pn este reprezentată prin şirul (v x , v 2 , . . 

iar soluţia formulei ij i m ~ 1 pm prin şirul (v\, ... 

v' 2 ot ) şi dacă este dat prin ipoteză „ (J; m-1 pni]” ca 

lege logică, atunci este imposibil a găsi un singur caz în care 
pentru valoarea de adevăr adevăr din şirul (o x , v 2 , . ■ ■ ■ l ’ 2 a -v 
v' 2 m ), care reprezintă soluţia antecedentului, să corespundă 
v aloarea de adevăr fals în şirul (»',, i/ 2 , . . . t/ 2 ’“), care 

reprezintă valoarea de adevăr a consecventului. în cazul celui 
de al doilea membru al echivalenţei denotată prin formula 

(23.9), implicaţia, „[ [>(|; m-1 pni —i>• |>0" _1 pn ]” soluţia lui 
Oi]/ 1 ? - este dată de şirul ( Nv \ m , Nv' 2 m _ l ,. . . . Nv' z ,Nv' j), 
iar cea a lui OO " -l pn de şirul ( Nv 2 n , lVo 2 n _ 1 , .... Nv 2 , Nvf). 
Este uşor de observat inversarea produsă. In acest fel, putem 
spune că nici unei valori de adevăr fals din soluţia lui (><I)' >-1 pn 
nu îi corespunde valoarea de adevăr adevăr în soluţia lui 
[> Altfel spus, întrucît implicaţia ce constituie al 

doilea membru al echivalenţei analizate, nu prezintă măcar un 
singur caz în care antecedentul ei (dualul consecventului din 
primul membru al echivalenţei) să fie adevărat, iar consec¬ 
ventul (dualul antecedentului din primul membru al echiva¬ 
lenţei) să fie fals, ea este lege logică. Prin aceasta, validita¬ 
tea formulei (23.9) este pusă în evidenţă. Folosirea unei matri- 
ci complete în acelaşi scop ne-ar duce la aceeaşi concluzie, pe 
o cale însă mult mai complicată. 

Dacă comparăm formula (23.9) cu formula: 

(23.10) [(ţ> n ~ 1 pn i[i m-1 pni3= [N<l/ m ~ 1 pm -*• N(ţ) n ~ l pn] 

cunoscută şi sub numele de „contrapoziţia implicaţiei”, putem 
remarca, o dată în plus, faptul că operatorul O se bucură de 
proprietăţi similare cu cele ale operatorului N. 

Aceeaşi observaţie este jusitificată şi de formula: 

(23.11) [(J)"- 1 ^ = <b m - 1 pm] = [ (> (D n-1 prc = |>tJ; m - 1 pBt] 

care, cunoscută şi sub numele de „principiul dualităţii pentru 
echivalenţă” [12 p. 108] întrucît prezintă un aspect al rapor¬ 
tului dintre operatorul O şi echivalenţă, este redată de W. 
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Quine drept a cincea lege a dualităţii. Evident, în cazul for¬ 
mulei (23.11) se are în vedere compararea ei cu formula: 

(23.12) [0' l_1 pn~ = [NQ> n ~ 1 pn = iV^ m_, pm] 

în conformitate cu care, echivalenţa a două formule este o 
lege logică, dacă şi numai dacă negaţiile lor sînt echivalente. 

Revenind la formula (23.11), care poate fi citită în mod 
analog cu formula (23.12) cu singura deosebire că în cazul 
ei referinţa se va face la dualitate şi nu la negaţie, caracterul 
ei de lege logică poate fi pus în evidenţă printr-un procedeu 
asemănător cu cel folosit în cazul formulei (23.9). Astfel, dacă 
echivalenţa dintre O r, ~ 1 pn şi 1 pm este dată prin ipoteză, re¬ 
zultă că şirurile (i^, v 2 , ... v 2 n -i, v z n ), care reprezintă valoarea 
de adevăr a lui <l)" _1 pn şi (v\, v' s ... ., v' 2 m ), care re¬ 

prezintă valoarea de adevăr a lui tp m ~ 1 pm sînt identice. în con¬ 
secinţă, şirurile ( Nv 2 n , Nv 2 n _ 1 , .... Nv 2 , Nv x ), care reprezintă 
valoarea de adevăr a lui [><î>" _1 pn ŞÎ (Nv' 2 m , Nv' 2 m -i ■■■■■, 
Nv' 2 , Nv\), care reprezintă valoarea de adevăr a lui [> <|i m- ’p/n 
vor fi, în conformitate cu formulele (22.2) şi (22.5) şi cu ma¬ 
tricea (M.22.3), la rîndul lor, identice. Rezultă că formula 
(23.11) este o lege logică. Ca şi în cazul anterior, folosirea unei 
matrici complete ar duce la aceeaşi concluzie, pe o cale mai 
complicată. 

Ultimele formule, dar nu numai ele, justifică observaţia 
anterioară după care operatorul [> are unele proprietăţi 
asemănătoare cu proprietăţile pe care noi le cunoaştem ca 
aparţinînd şi altor operatori ai CP din care negaţia ocupă 
primul lor. De altfel, chiar în formulele (23.9) şi (23.11) le¬ 
gătura dintre dualitate şi implicaţie, sau dintre dualitate şi 
echivalenţă este analoagă celei care există între aceşti opera¬ 
tori binari ai CP şi negaţie. Nu uităm, în acest sens, că for¬ 
mulele (23.9) şi (23.11) au fost prezentate în comparaţie cu for¬ 
mulele (23.10) şi (23.12) în care, în locul operatorului [>, 
intervine operatorul N, în rest ele fiind identice. 

în această ordine de idei, încercînd o apropiere şi mai mare 
de legătura dintre dualitate şi negaţie, reamintim analiza în¬ 
treprinsă în primul capitol — paragraful (1.5) — în conformi¬ 
tate cu care formula: 

(23.13) N\>Q—'pn = O N^-ipn 

ar fi, la rîndul ei, o lege logică. Pentru a pune în evidenţă 
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adevărul acestei aserţiuni ne folosim în continuare de metoda 
instituită prin formulele (22.2) şi (22.5) şi prin matricea 
(M.22.3). Astfel, dacă soluţia formulei <t> n ~ 1 pn este reprezentată 
de şirul valorilor de adevăr (v x , v 2 , .... v 2 n -\, i> 2 ”), atunci so¬ 
luţia lui 00" -1 p n va fi reprezentată de şirul (Nv 2 n , Nv 2 n — 1 , 

. . . Nv 2 , iVnJ. După cum am stabilit anterior, negaţia unei 
formule poate fi redată prin şirul negaţiilor valorilor de adevăr 
care formau soluţia formulei iniţiale. în consecinţă, şirul 
(NNv 2 n , NNv 2 m _i, ...,Nv 2 v 2 , NNvj) va reprezenta soluţia 
ce corespunde formulei iV [>(!>" _1 pra. Făcînd apel la legea dublei 
negaţii, rezultă că valoarea de adevăr a primului membru al 
echivalenţei pe care o reprezintă formula (23.13) este desemnată 
de şirul (w 2 h , v 2 n -i, . . . ., v 2 , v x ). Dacă luăm acum în considera¬ 
ţie celălalt membru al echivalenţei pe care o analizăm, coDsta- 
tăm, în baza premiselor asumate, că valoarea de adevăr a for¬ 
mulei iVO" -1 pn este redată de şirul (Nv x , Nv 2 , . . . ., Nv 2 ”_ 1 , 
Nv 2 n ), iar soluţia formulei [>iV<î)" -1 prc este reprezentată de şi¬ 
rul ( NNv 2 n ,NNv 2 n -i , ... NNv 2 , NNvj), care, pe baza legii du¬ 
blei negaţii devine (v 2 n , u 2 ”-t) .... v 2 ,v 1 ). Prin aceasta, carac¬ 
terul de lege logică al formulei (23.13) poate fi socotit ca do¬ 
vedit.* Notăm cu acest prilej faptul că formula (23.13) ne 
sugerează o idee semnificativă privind legătura dintre dua¬ 
litate şi negaţie şi anume că ordinea aplicării operaţiei de 
dualizare şi a celei de negare asupra unei formule oarecare 
este indiferentă. Formula (23.13) prezintă un fel de eomu- 
tativitate a aplicabilităţii operatorilor consideraţi. 

Un aspect semnificativ privind raportul dintre dualitate 
şi negaţie îl constituie teorema negaţiei, pe care B. Mates o 
include în capitolul dedicat, în lucrarea sa, meta-teoremelor 
[26 p. 130]. în conformitate cu această teoremă, aşa cum 
am mai arătat, negaţia unei formule oarecare este echivalentă 
cu o nouă formulă în care operatorul expresiei iniţiale a fost 
înlocuit prin dualul său, iar variabilele componente ale formu¬ 
lei iniţiale au fost înlocuite prin negaţiile lor. Această teoremă 
a negaţiei este implicată în discuţia de pînă acum, cel puţin 


* în analiza formulei (23.13) noi am luat ca premise formulele (22.2), 
(22.5) şi matricea (M. 22.3). La aceeaşi concluzie se poate ajunge insă şi 
dacă folosim drept premisă noţiunea de predual, discutată in paragraful 
(2.2); în acest caz, analiza s-ar fi bazat numai pe matricea (M.22.3) căreia, 
eventual, i s-ar fi putut adăuga formula (22.8). 
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în sensul că, formulele pînă acum detectate ca legi logice sînt 
capabile să o producă. în acest sens, dacă pornim de la for¬ 
mula (23.13) şi dacă primul termen al echivalenţei pe care o 
reprezintă această formulă este înlocuit, în conformitate cu for¬ 
mula (22.8) prin echivalentul său ([>'<J)“ _1 pn) şi operăm în con¬ 
tinuare un nou schimb de echivalenţe pe baza formulei (22.9), 
obţinem o nouă formulă: 

(23.14) O "" 1 Npn = D-JVO"- 1 ?" 

care, în baza supoziţiei schimbului reciproc de echivalenţe, 
poate fi socotită, la rîndul ei, o lege logică. Dar echivalenţa 
denotată de formula (23.14) fiind probată, putem accepta, 
luînd în consideraţie formula (23.11) — în conformitate cu 
care, dacă două expresii oarecare sînt echivalente, atunci 
sînt echivalente şi dualele lor — formula: 

(23.15) {y<& n ~ 1 Npn = 

de asemenea ca lege logică. La rîndul ei, formula (23.15) poate 
fi transformată, folosind din nou schimbul reciproc de echiva¬ 
lenţi şi bazîndu-ne pe formula (23.5) — după care dubla apli¬ 
care a operatorului [> asupra unei formule oarecare este echi¬ 
valentă cu formula căreia i s-a aplicat dubla dualizare — obţi- 
nînd, drept o nouă lege logică, expresia: 

(23.16) [y<J) n ~ l Npn = N<& n ~ 1 pn 

care reprezintă, de fapt, chiar teorema negaţiei. Caracterul de 
lege logică al formulei (23.16) poate fi pus în evidenţă şi prin 
intermediul procedeului anterior folosit. în acest sens, avem 
în vedere cele discutate anterior, valoarea de adevăr a expre¬ 
siei NQ' u ~ 1 pn este desemnată de şirul (iVv^iVua, .... 

Nv 2 n), iar valoarea expresiei (vezi în acest sens formula 

(22.9) şi matricea (M.22.3)) este dată de şirul ( v 2 n , r 2 B —i, . . . 
v 2 , v t ). De asemenea, apelul la formulele (22.2), (22.5) şi la 
matricea (M.22.3) ne duce la concluzia că valoarea de adevăr 
a expresiei p>(| ) n ~ 1 Np n este redată de şirul (Nv lt Nv „, ..., 
Nv 2 "—i, Nvf), adică valoarea de adevăr a primului termen al 
echivalenţei denotată de formula (23.16) este denotată de ace¬ 
laşi şir care desemnează valoarea de adevăr a celui de al doi¬ 
lea membru al acestei echivalenţe. în consecinţă, dacă două 
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expresii sînt echivalente, valorile lor de adevăr sînt identice, 
deci susţinem, şi pe această cale, caracterul de lege logică al 
formulei (23,16). 

Formula (23.16) care redă, în contextul lucrării, teorema 
negaţiei enunţată de B. Mates, ni se pare a avea o semnificaţie 
deosebită mai ales privitor la raportul dualitate-negaţie. întru- 
cît ne-am referit la o serie de aspecte legate tocmai de acest 
raport — ne gîndim în special la paragraful [(2.1) — nu soco¬ 
tim necesar să insistăm acum prea mult asupra acestei ches¬ 
tiuni. Cu toate acestea, ne folosim de acest prilej pentru a nota 
încă o dată că formula (23.16) în acord cu definiţia dualităţii 
acceptată de majoritatea logicienilor contemporani, de la care 
I. Copi se pare că face singura excepţie, marchează diferenţa 
dintre dualitate şi negaţie. Dacă am reveni, pentru moment, 
la terminologia utilizată în paragraful (1.2), am putea spune 
că negaţia unei formule oarecare nu este echivalentă cu dua¬ 
lul aceleiaşi formule, ci cu dualul predualului formulei consi¬ 
derate. Din cele prezentate atunci reiese că predualul unei 
expresii oarecare diferă atît faţă de expresia iniţială, cît şi 
faţă de dualul acesteia. 

Marcarea netă a deosebirii dintre dual şi negaţie, ca o conse¬ 
cinţă firească a felului în care dualitatea a fost definită în 
această lucrare — a se vedea formula (23.1) — poate fi făcută, 
o dată în plus, prin încercarea de a aplica operaţia de duali- 
zare la fbf de extremă simplitate. Aceasta înseamnă, de fapt, 
a aplica operaţia dualizării asupra unei singure variabile pro- 
poziţionale. Procedînd astfel, avem în vedere faptul că, întru- 
cît analiza se situează la nivelul bivalenţei, soluţia înscrisă 
în matricea unei astfel de formule va cuprinde numai două 
cazuri. în consecinţă, dacă expresia considerată de noi ar fi 
alcătuită dintr-o singură variabilă propoziţională, neafectată 
de negaţie, valoarea ei de adevăr va fi redată de şirul (t>j, v 2 ). 
în conformitate cu formulele (22.1), (22.5) şi cu matricea 
(M.22.3), dualul acestei formule va avea valoarea de adevăr 
desemnată de şirul ( Nv 2 , JVt^). Discuţia noastră se plasează 
în cadrul bivalenţei şi prin urmare, în acest caz, Nv 2 = i/ 1? 
iar Nv ± = v 2 , de unde rezultă că şirurile mai sus considerate 
sînt echivalente. Pe baza celor constatate, se poate afirma că 
dualul unei formule de extremă simplitate, alcătuită dintr-o 
singură variabilă propoziţională neafectată de negaţie, este 
echivalent cu formula iniţială. Constatăm astfel un nou exem- 
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piu de auto-dual*. Să luăm un exemplu. Voim scrie în loc de 
O n-1 pn în mod simplu p. Folosim procedeul matricial: 


p 

>p 

p = Op 

1 

1 

i 

0 

0 

1 


Matricea (M.23.1) 


Putem constata că p este propriul său dual, aşa cum a reieşit 
din analiza de mai sus. 

Vom transfera acum discuţia asupra unei alte fbf de maxi¬ 
mă simplitate, care se deosebeşte de cea anterioară numai 
prin aceea că variabila individuală, care a stat în locul formulei 
0" -1 pn, este, de această dată, afectată de negaţie. Concret, 
expresia noastră este Np. Prin urmare, dacă valoarea de 
adevăr a formulei p era redată de şirul (v v v 2 ), atunci valoarea 
de adevăr a formulei Np va fi reprezentată de şirul ( Nv v 
Nv 2 ) sau, avînd în vedere cele anterior stabilite, de şirul 
(v 2 , Vj). în acest context, valoarea de adevăr a expresiei 
[>JVp — adică a dualului lui Np — va fi redată de şirul (NNv 2 , 
NNv-j) sau de şirul (Nv v Nv 2 ), care, de fapt, descrie valoarea 
de adevăr a formulei Np. Şi de această dată avem un exemplu 
de auto-dual: dualul lui Np este chiar Np însuşi. Dacă revenim 
şi în acest caz la procedeul matricial: 


p 

Np 

>IVp 

Np = [> Np 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 


Matricea (M. 23.2) 

dobîndim o confirmare suplimentară a celor de mai sus. 

* în această ordine de idei, reamintim operatorii înscrişi în clasa III — 
paragraful (1.3). 
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Pînă în prezent, am constatat şase cazuri de expresii auto- 
duale şi anume, în afara cazurilor mai sus discutate, cei patru 
operatori înscrişi de noi în clasa III — paragraful (1.3). Dacă 
facem apel la aceşti patru operatori, atunci vom putea spune 
că orice fbf a CP, care pe calea definiţiilor CP se poate reduce 
la unul din aceşti operatori, este o expresie auto-duală. Dacă 
însă, facem abstracţie de aceşti patru operatori şi dacă consi¬ 
derăm cazurile lui p şi Np drept situaţii prea simple, atunci, 
aşa cum arată W. Quine [33 p. 61 ], este destul de dificil de 
a găsi multe exemple de expresii autoduale. între aceste puţine 
cazuri el citează exemplul formulei pq v pr v qr ca fiind pro¬ 
priul său dual prin aceea că ea este echivalentă cu dualul ei 
explicit, adică cu formula pvq ■ pvr- q\r. 

Dar, dincolo de numărul formulelor auto-duale, un alt 
lucru ni se pare deosebit de semnificativ. Revenind la moda¬ 
litatea în care noi am definit dualitatea, urmînd concepţia 
despre dualitate a lui W. Quine şi implicit, credem, a majorită¬ 
ţii logicienilor, observăm cu acest prilej că, aplicarea defini¬ 
ţiei acceptată de noi, oricărui tip de fbf a CP, nu impune re¬ 
stricţii sau abateri de la conţinutul definiţiei iniţiale. Nu reve¬ 
nim aici asupra restricţiilor pe care I. Copi însuşi, uneori 
în mod surprinzător, le anunţă pentru aplicarea definiţiei 
sale a dualităţii. Am dorit să subliniem aici doar faptul că 
definiţia adoptată de noi conduce la o analiză coerentă a princi¬ 
piului dualităţii şi credem că acest lucru va apărea şi mai bine 
în lumină cînd, în paragrafele următoare, luînd formula (23.1) 
ca o definiţie a operatorului [> în cazul CP, vom încerca să o 
extindem pentru nivelul CF, sau atunci cînd ne vom strădui 
să obţinem o serie de teoreme ale dualităţii pe o cale strict 
formală. Ne permitem, pentru moment, a anticipa faptul că 
toate teoremele obţinute de către I. Copi, pot fi obţinute şi 
de noi şi nu ca teoreme ale negaţiei, aşa cum de fapt le-a obţi¬ 
nut I. Copi, ci ca teoreme ale dualităţii. 

Analiza operaţiei de dualizare în cazul expresiilor auto-duale 
ne obligă a reveni la discuţia noastră anterioară despre 
predual. Această completare a analizei anterioare este impusă 
de faptul că, în cazul formulelor autoduale, predualul apare 
a fi în raporturi oarecum noi, cel puţin faţă de formula iniţială 
supusă operaţiei de dualizare. Pentru a sugera direcţia pe care 
o va avea discuţia noastră, reamintim că nu înţelegem, în 
contextul lucrării, prin predual ( [>') un alt operator logic, 
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aşa cum am procedat cu dualul ( [>). E firesc a înţelege prin 
predual numai un pas intermediar în mecanismul de construi¬ 
re a definiţiei matriciale a operatorului [>. Procedeul de con¬ 
struire a matricii lui O a fost fragmentat de noi, în mod inten¬ 
ţionat, cu scopul de a face cît mai clară posibil construcţia 
definiţiei matriciale a lui C> şi tot în sens metodologic noi am 
mai revenit şi revenim şi acum asupra noţiunii de predual. 
în fond, ca simplu jalon pe drumul definirii dualului, predualul 
poate fi eliminat — prin asimilare, aşa cum am mai arătat —o- 
dată ce drumul a devenit cunoscut. Cînd am analizat meca¬ 
nismul de construire a matricii dualului, noi am fragmentat 
nu doar acest mecanism, dar, totodată, am fragmentat şi 
tabelul de adevăr prin care se defineşte o fbf oarecare a CP 
şi care de fapt este înţeles ca o matrice unitară. Această frag¬ 
mentare a matricii s-a făcut în două părţi: baza matricii (porţiu¬ 
nea în care, sub forma tuturor combinaţiilor posibile, erau 
înscrise valorile de adevăr ale variabilelor propoziţionale din 
expresia analizată) şi soluţia matricii (adică porţiunea în care 
erau înscrise valorile de adevăr care constituiau în totalitatea 
lor valoarea de adevăr a formulei analizate, pentru valorile 
de adevăr ale componentelor ei, înscrise în baza matricii). 
Cele două noţiuni, baza matricii şi soluţia matricii, apar a fi 
corelative, se presupun reciproc într-un act unitar: matricea. 
Dar pornind de la ideile lui Lesniewski, am considerai predualul 
ca rezultat al rotirii soluţiei matricii cu 180°, faţă de o axă 
perpendiculară prin centrul planului matricii. Această rotire 
a soluţiei matricii poate fi tradusă, într-un procedeu logic, 
substituind-o printr-o inversare a valorilor de adevăr din baza 
matricii, cu ajutorul negaţiei. Urmînd definiţia dualităţii 
adoptată de noi, obţinerea dualului unei fbf oarecare, presu¬ 
pune, inversarea simultană, atît a valorilor de adevăr din baza 
matricii, cît şi a celor din soluţia matricii, ambele posibil de 
realizat cu ajutorul negaţiei. Obţinerea dualului unei expresii 
oarecare apare ca un proces unitar şi continuu, care afectează 
în mod simultan părţi diferite ale formulei supusă operaţiei 
de dualizare. Pentru acest motiv considerăm posibilă, în obţi¬ 
nerea dualului unei expresii oarecare, trecerea peste etapa 
predualului. Această idee este sugerată şi de simplificarea 
matricii (M.22.3). Noi vom păstra, pentru moment, noţiunea 
de predual, în sensul precizat, pentru că această etapă în 
obţinerea dualului ne permite desprinderea unor observaţii, 
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semnificative pentru scopul ce ni l-am propus în această lu¬ 
crare. 

Analiza operaţiei de dualizare pentru cazul unor fbf de maxi¬ 
mă simplitate — constituite dintr-o singură variabilă prepozi¬ 
ţională afectată sau nu de negaţie — a readus în discuţie pro¬ 
blema expresiilor autoduale. în legătură cu aceasta, ceea ce ne 
interesează aici este faptul că, în cazul lui p şi al lui Np şi prin 
generalizare, în cazul tuturor expresiilor autoduale, predualul 
este echivalent cu negaţia formulei iniţiale. Pentru cazul lui 
p şi Np, această aserţiune este înscrisă în formulele: 

(23.17) !>'p = Np 

(23.18) O'JVp = p 

Prin generalizare, aceste formule au valabilitate pentru ori¬ 
care din operatorii autoduali şi de fapt, pentru orice expresie 
autoduală. Rezultă că, în cazul formulelor autoduale, predua¬ 
lul este echivalent cu negaţia formulei iniţiale, iar dualul este 
echivalent cu formula iniţială. 

Prin urmare, în cazul formulelor autoduale, relaţia predual 
— dual rămîne nealterată, adică predualul rămîne echivalent 
cu negaţia dualului formulei iniţiale şi se poate deci conchide 
că mijlocul, anterior anunţat, de asimilare a noţiunii de pre¬ 
dual prin intermediul operatorilor şi N, îşi păstrează şi 
în această situaţie deplina valabilitate. Sub acest aspect, dacă 
am lua în consideraţie operatorii din prima clasă, adică aceia 
pentru care dualul coincide cu negaţia lor, am putea spune ace¬ 
laşi lucru, căci în situaţia lor, predualul coincide cu formula 
iniţială. Dar dacă raportul dintre predual şi dual rămîne mereu 
acelaşi şi, predualul poate fi tradus în termenii dualităţii şi 
ai negaţiei, înseamnă că atenţia noastră trebuie să se îndrepte 
asupra definiţiei operatorului [> si în special asupra formulei 
(23.1). 

Din cele. expuse pînă acum am văzut că definiţia dualită¬ 
ţii acceptată de noi este aplicabilă în mod consecvent oricărui 
tip de fbf a logicii standard şi a calculului asociat ei.* Dar toc¬ 
mai în legătură cu acest fapt socotim necesară o observaţie. 

* Avem în vedere că pînă în prezent noi ne-ara referit, aproape exclusiv, 
doar ia CP. Urmează ca într-nn paragraf următor să indicăm căile de extindere 
a definiţiei denotată de formula (23.1) şi pentru cazul CF. 
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Astfel, dacă raportăm formula (23.1) la oricare din cei 17 
operatori ai CP, aplicabilitatea ei ca definiţie a operatorului 
O nu ridică nici un fel de obiecţii. Cu totul alta, s-ar părea, 
ar fi situaţia formulelor auto-duale de maximă simplitate şi 
în special aceea a unei singure variabile prepoziţionale, neafec¬ 
tată de negaţie. Noi am înţeles prin O un operator care se 
aplică asupra altor operatori, în speţă asupra operatorilor CP, 
în aşa fel încît, operatorul asupra căruia el este aplicat se trans¬ 
formă într-un alt operator al CP, definibil şi sub numele dua¬ 
lului celui dintîi. 

Aplicarea operatorului [> asupra unei singure variabile 
prepoziţionale afectată de negaţie nu ridică probleme deose¬ 
bite în legătură cu formula (23.1). Este suficient să nu mai 
ţinem seamă de indicii „n — 1” şi „rt”, care apar în formula 
considerată drept definiţie a operatorului [>. într-o astfel de 
situaţie, O va fi înţeles ca o variabilă operator care stă pentru 
N şi în conformitate cu formula (23.1), avem: 

(23.19) 0(lV)p = N(N)Np 

în care litera N cuprinsă în paranteze este operatorul negaţie 
care a luat locul lui <I> din formula (23.1). Aplicînd în conti¬ 
nuare legea dublei negaţii, formula (23.19) poate fi astfel 
modificată încît să arate în mod explicit că dualul lui Np este 
Np însuşi. 

Dacă luăm în consideraţie o singură variabilă prepoziţio¬ 
nală, neafectată de negaţie, se pare că abordarea ei, cu aju¬ 
torul formulei (23.1) nu mai este la fel de simplă. Aceasta pen¬ 
tru că, în expresia p noi nu putem constata în mod direct exis¬ 
tenţa unui operator al CP, care să fie substituit lui O din for- 
mul (23.1). 

Definirea dualului unei simple variabile propoziţionale prin 
intermediul formulei (23.1) nici nu se pune, decît în măsura 
în care simbolul p nu este considerat ca o simplă variabilă 
propoziţională, ci ca o expresie a CP. Şi, într-adevăr, în această 
aserţiune ne bazăm pe faptul că formula (23.1) este concepută 
ca definiţie a operatorului [>, atunci cînd acesta afectează 
expresii ale CP şi nu simple variabile propoziţionale, care luate 
de sine stătător, în mod absolut, nici nu au altă semnificaţie 
decît aceea de elemente constitutive ale formulelor CP şi în 
această ultimă accepţiune nici nu se pune problema de a sta¬ 
bili care este dualul lor. 
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Pe de altă parte însă, simbolul p nu reprezintă numai o 
singură variabilă propoziţională, ci el poate fi interpretat 
şi ca o fbf a CP, într-un mod analog unei implicaţii, unei con¬ 
juncţii etc. Am dori să ne referim la un singur exemplu, care 
completează această posibilitate de interpretare a lui p. Ast¬ 
fel, în sistemul AN, o expresie ca p este înţeleasă ca o formă 
normală conjunctivă perfectă, în sensul că, presupunînd pro¬ 
prietăţile de idempotenţă ale conjuncţiei şi disjuncţiei, p 
este o conjuncţie cu un singur membru, care, la rîndul său, 
este o disjuncţie cu un singur membru. în această perspec¬ 
tivă, aplicarea dualizării asupra lui p prin intermediul formu¬ 
lei (23.1) nu ar ridica nici o problemă decît aceea de a dez¬ 
volta, înainte de aplicarea formulei (23.1), pe baza proprie¬ 
tăţilor mai sus amintite, o conjuncţie de disjuncţie, sau o 
simplă conjuncţie şi de a reduce apoi, după aplicarea formulei 
(23.1), pe calea aceloraşi proprietăţi, dualul obţinut, din nou 
la p. în acest fel, problema aplicabilităţii formulei (23.1) 
pentru a afla pe baza ei dualul unei expresii cum ar fi p, este 
rezolvată. 

Această procedură poate fi însă simplificată dacă accep¬ 
tăm introducerea unei convenţii care, adoptată, nu ar afecta 
cu nimic consistenţa CP. Astfel, putem presupune, în mod com¬ 
plementar faţă de existenţa negaţiei, existenţa unui operator 
al afirmaţiei care ar afecta în expresia p variabila propozi¬ 
ţională p. Întrucît definiţia unui asemenea operator ar consta 
în aceea că, aplicat unui enunţ adevărat, ar avea drept rezul¬ 
tat o expresie adevărată şi că, aplicat unui enunţ fals ar avea 
drept rezultat o expresie falsă, scrierea lui explicită în faţa 
variabilei p în cadrul formulei p nu este necesară. Dacă accep¬ 
tăm această convenţie, aplicarea formulei (23.1) asupra ex¬ 
presiei p pentru a afla dualul ei s-ar face în mod direct şi ar 
fi exprimabilă prin formula: 

(23.20) D>(+)p = N(+)NP 

în care semnul ,,(+)” ar reprezenta pretinsul operator al afir¬ 
maţiei care stă în locul lui <J) din formula (23.1). Evident, apli- 
cînd acum legea dublei negaţii şi suprimînd scrierea aşa-zi- 
sului „operator al afirmaţiei”, formula (23.20), ca aplicare 
concretă a formulei (23.1) asupra expresiei p, n-ar spune alt¬ 
ceva decît că dualul lui p este p însuşi. Avînd în vedere însă 
cele spuse mai sus, prezenta convenţie poate fi eliminată ca 
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nefiind singura cale de a proba aplicabilitatea generală a for¬ 
mulei (23.1), înţeleasă ca definiţie formală a operatorului O 
prin intermediul negaţiei. 

Considerăm, în acest moment, încheiată discuţia asupra 
definiţiei matriciale a operatorului [>. O dată ce încercarea 
de a afla o definiţie matricială a operatorului [>, întreprin¬ 
dere echivalentă cu chiar justificarea posibilităţii de a conce¬ 
pe existenţa unui operator corespunzător operaţiei de duali- 
zare, a fost încheiată, se impune, în primă urgenţă, încercarea 
de a descoperi şi de a întemeia, pe o cale strict formală, teore¬ 
mele dualităţii. 



TEOREMELE DUALITATII 


Pentru a descoperi şi a întemeia teoremele dualităţii, adică 
pentru a pune în lumină aspectele formale ale principiului 
dualităţii şi a legăturilor dintre dualitate şi alţi operatori ai 
CP şi în primul rînd, dintre dualitate şi negaţie, vom încerca 
în cele ce urmează să procedăm pe calea unui sistem formal 
pe care îl vom numi sistemul dualităţii sau, pe scurt, „S [>”. 
Tocmai în acest scop socotim necesar a face, chiar de la înce¬ 
put, unele precizări. 


I. LIMBAJUL LUI S> 

Oprindu-ne mai întîi asupra limbajului pe care îl vom utili¬ 
za pentru desfăşurarea, pe o cale formală, a teoremelor duali¬ 
tăţii, precizăm că operatorii monari corespunzători operaţiilor 
de dualizare şi de negare vor fi desemnaţi, ca şi pînă acum, 
de literele mari [> şi respectiv N, aşezate în faţa expresiei pe 
care o afectează — după modelul scrierii fără paranteze a lui 

J. Lukasiewicz. 

Literele mari (£>, t|i, . . . din alfabetul grec, stau pentru ori¬ 
care din operatorii CP asociat logicii standard. în acest con¬ 
text, literele mari O, . ..., pot fi înţelese drept variabile 
al căror domeniu de valori sînt operatorii înscrişi în tabelul 
nr. 1, în mod explicit. 

Gruparea grafică „pra” sau ,,pm” desemnează mulţimea 
variabilelor propoziţionale legate de operatorul desemnat de 
O sau de ij/. în acest fel, dacă ,,pi” desemnează mulţimea varia- 


119 




bilelor propoziţionale conectate de operatorul „O” în formula 
„O" 1 pi”, iar „ pj ” — mulţimea variabilelor propoziţionale 
conectate de operatorul „tp” în formula ,,ip } 1 pj'\ atunci ele¬ 
mentele mulţimii „pi” sînt membrii şirului „(p 15 p a ,.... ,p B )”, iar 
elementele mulţimii „pj” sînt membrii şirului ,,(pi,p 2 , . .. p m )”, 
astfel încît 2 ^ i ^ re şi 2 ^ _/ ^ m şi unde este posibil ca 
n = m. 

Se poate considera că o secvenţă grafică de tipul (D‘ -1 pi sau 
t[/ J-1 p/, reprezintă o fbf pentru S£>. în formulele considerate, 
indicii „i — 1” şi respectiv „j — 1”, desemnează numărul 
de apariţii al operatorului pe care îl reprezintă O sau i|n De 
exemplu, dacă pentru formula <1>‘ -I pi i = n, atunci această for¬ 
mulă devine O" - pn şi ea este alcătuită din re — variabile pro¬ 
poziţionale conectate prin re — 1 — apariţii ale operatorului ®- 
O situaţie asemănătoare se realizează în cazul în care, în for¬ 
mula pj, j = m*. 

Acum, dacă (ţ )‘ —l pi şi p\ l pj sînt fbf ale S£>, atunci £>(ţ>' 'pi 
şi [> ilr* l pj sînt, la rîndul lor, fbf ale lui S£> ; în mod analog, 
formulelelV O* 1 pi şi Np J l pj sînt, de asemenea ,fbf ale lui S[>. 

Remarcăm, cu acest prilej, că simbolurile £> sau N apar 
de obicei în faţa literelor mari O, p, .. ., numărul lor de apari¬ 
ţii puţind fi oricît de mare, dar nu nelimitat. Apariţia lui [> 
în mod obişnuit numai în faţa literelor mari <J), i|b ...., se 
datoreşte faptului că, în S[> operatorul £> este înţeles în conti¬ 
nuare ca un operator monar, care, aplicat asupra altui opera¬ 
tor obişnuit al CP, are drept efect transformarea expresiei 
alcătuită prin intermediul operatorului afectat într-o nouă 
formulă, duala celei dintîi. Evident, noi nu excludem construc¬ 
ţii de tipul [>p sau Np. Pentru cazul formulei Np lucrurile 
par fireşti şi nu presupun discuţii suplimentare, cel puţin în 

* După cum s-a precizat în cadrul fbf din S[>, literele mari greceşti d>, -ţi,, 

. .. stau pentru operatorii binari ai CP. în cazul în care O sau ar sta, în 
aceste formule, pentru un operator monar, de exemplu pentru .V, o secvenţă 
grafică de tipul O i ~ 1 pi nu ar mai fi justificată ca fbf a lui S [> ; în această 
situaţie specială Op ar lua locul Iui —1 pt ca fbf a Iui S[>. Pentru a ocoli 
orice posibilitate de confuzie, vom preciza că atunci cînd îutr-o expresie 
aluiS[>, variabila-operator este afectată de un indice de tipul ,,i — 1 
respectiva variabilă-operator stă numai pentru un operator binar al CP. 
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situaţia în care formula Np nu este parte a unei expresii mai 
complexe. Pentru situaţia unor formule complexe precizăm că, 
aşa după cum N„&~ 1 pi” este o fbf a lui S[>tot aşa şi 1 Npi 
este o fbf a lui S[>. Adăugăm însă observaţia că plasarea lui 
N în faţa lui pi în formula Cf) 1 Npi va fi înţeleasă în sensul 
că fiecare variabilă propoziţională din mulţimea ,,pi” este 
afectată de negaţie. Altfel spus, dacă elementele mulţimii 
„pi” sînt membrii şirului (p l5 p 2 , . .. ., p n ), atunci elementele 
mulţimii „Npi” sînt identice cu membrii şirului ( Np l5 Np 2 , 
..., Np n ). în mod analog, pentru cazul formulei ^pj, 

elementele mulţimii „Npj” sînt reprezentate de membrii 
şirului (N Pl , Np 2 , - Np m ). 

După cum am precizat mai sus, formule ca [>p nu sînt exclu¬ 
se din S[> ca nefiind fbf. Includerea acestui tip de expresii 
printre fbf ale lui S[> nu impune nici o modificare a înţelesului 
lui [> şi prin aceasta reamintim discuţia din finalul paragra¬ 
fului (2.3) şi concluziile la care am ajuns atunci. Notăm 
totuşi că, formule de tipul [>p nu-şi vor face apariţia decît 
în cazul în care vom încerca o concretizare a teoremelor din 
S [> pentru un anumit grup de operatori ai CP. 

în afară de operatorii £> şi N, în S£> vom accepta şi opera¬ 
torul echivalenţă , acesta fiind cunoscut ca operator binar 
prin excelenţă. în cazul lui S[> el va fi înţeles ca funcţionînd 
la acelaşi nivel de generalitate ca [^>. Cu scopul de a uşura 
citirea unor formule mai complicate, vom conveni ca, spre 
deosebire de operatorii monari £> şi N, operatorul binar echi¬ 
valenţă să fie scris după modelul clasic de scriere cu paranteze, 
în consecinţă, echivalenţa va fi desemnată de semnul „ = 
Deci, vom putea spune că dacă „O* l pi” şi (Jr* 1 pj sînt două/6/ 
ale lui S[>, atunci „<t> l ~ 1 pi ~ ij/ - pj ” este o fbf a lui S[>. 

Ca o consecinţă imediată a folosirii sistemului de scriere 
cu paranteze, sîntem nevoiţi să introducem grupările (,) şi 
[,]—care desemnează tipurile de paranteze utilizate înS£>. Prin 
urmare, dacă ,,0‘^pi — (fj J_1 p/” şi = t>(j/ -1 p/” 

sînt două fbf în S[>, atunci „ [0‘ -1 pi = ({j J_1 p/]= -1 pi = 

= £> 1 pj constituie o fbf în S£>. 

Ca reguli de deducţie în S£> vom folosi, în primul rînd, sub¬ 
stituţia şi detaşarea ( modus ponens). în legătură cu modul de 
funcţionare a substituţiei în S£>, credem că este necesar să 
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facem unele precizări. în mod obişnuit, aşa cum se poate remar¬ 
ca cu uşurinţă la nivelul CP, substituţia funcţionează sub anu¬ 
mite restricţii, printre care notăm: 

(a) Substituţia se operează numai în scheme valide; 

(b) Prin substituţie se operează numai înlocuirea unor varia¬ 
bile propoziţionale, fiecare reprezentată printr-un simbol indi¬ 
vidual, cu alte variabile propoziţionale sau cu alte fbf ale sis¬ 
temului ; 

(c) Substituţia se operează astfel încît, dacă o anume 
variabilă propoziţională, din cadrul unei scheme logice valide, 
a fost înlocuită cu o fbf oarecare, atunci această variabilă 
propoziţională va fi înlocuită cu aceeaşi fbf ori de cîte ori 
ea apare în cuprinsul schemei logice considerate. 

în S£> substituţia îşi păstrează întocmai toate aceste carac¬ 
teristici sau, altfel spus, substituţia este supusă aceloraşi 
restricţii. Cu toate acestea, se impun o serie de explicitări 
suplimentare, în special pentru restricţia ( b ). De data aceasta 
nu se va mai putea spune că substituţia se va opera, în mod 
exclusiv, numai asupra variabilelor propoziţionale şi aceasta, 
în primul rînd, pentru simplul motiv că în S£> variabilele 
propoziţionale nu apar în mod direct. în al doilea rînd, literele 
mari O, i{i, ..., din alcătuirea fbf ale lui S[>, apar ele însele 
ca variabile, e adevărat, pentru operatorii binari ai CP, dar 
într-un mod asemănător variabilelor propoziţionale. în sfîr- 
şit, interesul nostru pentru dualitate face ca atenţia să fie 
îndreptată asupra formulei ce urmează după operatorul [>, 
adică asupra unei expresii ca O" 1 pn sau i|i"* 1 pm, care apar a 
fi formule de bază înS£> — un fel de caz minim din punctul 
de vedere al complexităţii lor de alcătuire. în consecinţă, 
în S[> substituţia se aplică şi asupra acestor formule de bază, 
fiecare din ele putînd fi înlocuită prin substituţie cu o fbf 
oarecare din S[> şi respectînd, evident, toate celelalte condi¬ 
ţii cerute de regula substituţiei. 

în ceea ce priveşte numărul regulilor de deducţie din S[>, 
«oi ne vom asuma la început, în afară de substituţie şi deta¬ 
şare, acele reguli care ţin în mod nemijlocit de utilizarea în 
actul deducţiei a operatorului ,, = ”, dar pe măsură ce vom 
fi descoperit noi teoreme, în măsura în care vor fi necesare noi 
reguli de deducţie, vom formula şi altele, pe baza teoremelor 
deja probate, într-o manieră de mult devenită familiară. 
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Pornind de Ia faptul că, în S[> operatorul este folosit 

în actul deductiv, se impune o ultimă precizare, şi anume, 
regula modul ponens (detaşarea) va primi o formulare adecvată 
utilizării echivalenţei în actul deductiv. 

2. TEOREMELE LUI S> 

Presupunem că precizările de pînă acum sînt suficien te 
şi deci putem trece la prezentarea încercărilor noastre de a 
întemeia, pe o cale strict formală, teoremele dualităţii şi ale 
relaţiei dualitate-negaţie. în acest sens, vom considera ex¬ 
presiile : 

(32.1) [O®” 1 pn = = [3>" -1 pn = Ot}'"' 1 /”»] 

(32.2) [iVfI>" -1 pn = ] = [® n_1 pn = JVi|> m_1 p/ra] 

(32.3) [O’—'pn = O n_1 pn] 

drept expresii prime, indemonstrahile în S[>. în acelaşi timp, 
ne asumăm formula: 

(32.4) [>0" _1 pn ~ dfN^^Npn 

drept definiţie a operatorului [>, în S[>*. Regulile lui S[> 
sînt: 

( R 2 ) = substituţia : X/Y = X se substituie prin Y 
X x s Y 

(R 2 ) = — - -= modus ponens (regula detaşării) 

X = y 

(1? 3 ) =-= comutativitatea echivalenţei 

. X = Y, Y = Z ... ... 

(R.) =-= tranzitivitatea echivalentei. 

X = Z 

Pe baza axiomelor, a definiţiei şi a regulilor asumate, teore¬ 
mele dualităţii rezultă după cum urmează: 

(32.1) : (j/" -1 pm/[><I)' l ~ 1 pn X (i? 3 ) = 

(32.3)0" - Vn/[>® n-1 p' 1 X (R 2 ) - 32.5 

(32.5) = d> n 'V 

• Notăm că formula (32.1) este o retranscriere a formulei (23.4); la fel, 
definiţi (32.4) este o reluare a expresiei (23.1). în acelaşi sens, formula (32.2) 
_ ca o variantă a formulei (23.12). 
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Teorema (32,5) ne permite formularea regulei: 

(R 5 ) 

(32.1) : 0" -1 pw/lVcD"'V - (32.6) 

(32.6) = 

(32.2) : ®‘ -1 pn/>® ,,-I pn — ( 32 - 7 ) 

(32.7) [1V[> 0 n-1 pn = = [[><I)" _1 pre = N(^ n ~ 1 pn] 

(32.1) : <fr , ‘- 1 pnl[>® n - 1 pn x (R 5 ) - (32.8) 

(32.8) [flf-’p» = r _ W] = = Of 1 ].™] 

(32.8): <jT“ 1 pm/0'*- 1 pra = (32.3) X {R 2 ) - (32.9) 

(32.9) >d>" - V= [>d> n “p« 

(32.2) : d) m_1 pm/lVO” _1 pn. X ( R 3 ) = (32.3) ®" _1 pn/.JV<Î>"~V X 
X(R Z )-(32.10) 

(32.10) JVJVG^'pre = ^^'pn 

Pe baza teoremei (32.10) rezultă regula: 

(J*a) — 


(32.5), (32.10) X (R 3 ) X (R 4 ) = (32.11) 

(32.11) = NNtf-'pn 
(32.2): (ţ) n - 1 pnlN®' l - 1 pn x (R„) =(32.12) 

(32.12) [O" = :|/"~ 1 pm] - [JV<I>“ _1 pre = Nij) m-1 pm] 

(32.12): t}; m-1 pm/0" -1 pw = (32.3) X (R 2 ) - (32.13) 

(32.13) N(£> n 1 pn = NOf-'pn 

(32.1): <]) m - 1 pmlN(b' l ~ 1 Npn = (32.4) X (R 2 ) - (32.14) 

(32.14) 0>“ _1 pre = [> iVcI)" -1 JVp„ 

(32.12): iJ/"~ 1 pm/[>lV<I>“~ 1 IVpn = (32.14) x (R a ) - (32.15) 

(32.15) N<fr n ~ l pn = iV[>iVO , *~ 1 iVpn 

(32.15): 0"“ 1 pw/0 ,l “ 1 IVp/i x (R 6 ) X (32.4) = (32.16) 

(32.16) [>d>" -1 pn = iV[>iVO' , “ 1 pu 
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(32.10): X (Hg) =(32.17) 

(32.17) = NN^O^pn 

(32.2): [> 0" _1 pra, - 1 pmlNN O " -l pn — (32.11) x 

(jy-(32.18) 

(32.18) [>®' I-1 pn = \^>NNQ> n — 1 pn 
(32.16), (32.17) X (R a ) X (Ri) = (32.18.1) 

(32.18.1) iViV[> V = N[> NQ'-'pn 

(32.16) , (32.18) X (f* 3 ) X (f? 4 ) = (32.18.2) 

(32.18.2) 1V[>1V<I>"~V = [> NN® n ~ l pn 

(32.17) , (32.18) X (R 3 ) X (J? 4 ) = (32.18.3) 

(32.18.3) iViV[> O" -1 /» 1 = [> NNQ) n ~ 1 pn 

(32.15), (32.18.2) ® n - 1 pnl(J>' 1 - 1 Npn x (R 6 ) X 
X (-R 4 )0 n_1 />ra/0" -1 iyp7i= (32.19) 

(32.19) lVO n- V = t>0" -1 IVpn 

(32.7): ^ n l pnlN<t) n l pn, = (32.16) X 

X (fî 3 ) X (lî 2 ) - (32.20) 

(32.20) > N^-'pn = N[> <D'* _1 jm 

Pe baza teoremei (32.20) putem formula regula: 




t>NX . 

—-SI 

iV>X ’ 


(R,r 


N£>X 

\>NX 


(32.6), (32.7) X (R 7 ) X (R 3 ) X (Jy = (32.21) 

(32.21) [1VO "~ 1 pn = [> [[>0" -1 pu = JViţi m_1 pm] 

(32.14): O n_ V/«I)" _1 IVpu X (R s ) = (32.22) 

(32.22) O)" -1 iVpn = [> N^ n ~ 1 pn 

(32.22) x (f? 7 ) = (32.22.1) 


(32.22.1) d)" -1 Npn = iV[> O" 


(32.2): d>" pra/JVd»" 1 pu, i|/ m p> d»" = (32.11) x 

X (Jî,) X (jy - (32.23) 

(32.23) jV>0<I>" -1 pre 

(32.6): <& n - 1 pnlN<&'- 1 pn X (J? 3 ) = (32.24) 
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(32.24) JVO) n_1 />re = >[>iVO" V" 

(32.1): <& n - 1 pnlN®"- 1 pn, iT^pm/N > = (32.20) X 

X (BJ - (32.25) 

(32.25) NQ^pn = O iV[> 

(32.23), (32.24) x (Jy X (Jy = (32.25.1) 

(32.25.1) 2V»®“ -1 ;m = »1V©"- I pn 

(32.23) , (32.24) x (R 3 ) X (R 4 ) = (32.25.2) 

(32.25.2) lV[>[>O n ~Vi ee [> 1V[> 0> n_1 /m 

(32.24) , (32.25) X (R,) X (R 4 ) = (32.25.3) 

(32.25.3) >>lVO' ,-1 p7i = £>JV> 

(32.16) : O" X pnj [> X (R 6 ) = (32.26) 

(32.26) = JV> JV|> O' 1-1 /)/! 

(32.1): tj; ra-1 /)m/Ar> lV0) n_ V = (32.16) X (R 2 ) - (32.27) 

(32.27) O"'V = \>N[> NGf-'pn 

(32.17) : <D"- 1 / m/[> < I )n_1 /m X (R s ) = (32.28) 

(32.28) (fr^pn = j\W[>[><I) , *~ 1 pre 

(32.18) : <D"- 1 pn/[><I ) ' ,-1 pji X (R s ) = (32.29) 

(32.29) d) r * _1 p7i= [>!VlV[>3>"' 1 p n 

(32.23) : <fr H - 1 pnlN<& n - 1 pn X (R s ) =(32.30) 

(32.30) O" - V = > N® n - l pn 

(32.24) : <£> n ~ 1 pnlN<b n l pn X (R s ) = (32.31) 

(32.31) <&' ,-1 p re = >> NN^-'pn 

(32.26), (32.27) X (R 3 ) X (R 4 ) = (32.31.1) 

(32.31.1) 1V[> JV> = >1V[>1V(I)'‘ -I p re 

(32.26), (32.28) X (R 3 ) X (R 4 ) = (32.31.2) 

(32.31.2) 7V[> iV[> <I»’ ,-1 pn = iVJV[> [> 

(32.26), (32.29) x (R 3 ) X (R 4 ) = (32.31.3) 

(32.31.3) N> IV [> O" - V = > N1V> <D"~ V 
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(32.26), (32.30) x (R 3 ) X (iî 4 ) = (32.31.4) 

(32.31.4) N[> 1V£> O n - 1 pn = 1V[>[> N<& n ~ 1 pn 

(32.26) , (32.31) X (R 3 ) X (i? 4 ) = (32.31.5) 

(32.31.5) iV[> 1V> O'-pn = [> > NN&^pn 

(32.27) , (32.28) X («g) X (R 4 ) = (32.31.6) 

(32.31.6) > 1V[> NQ^pn = NN pn 

(32.27), (32.29) X (R 3 ) X (R 4 ) = (32.31.7) 

(32.31.7) \>N\> N&'-'pn^ [> 1VJV[> 0'* -1 p7i 

(32.27), (32.30) X (R 3 ) X (i? 4 ) = (32.31.8) 

(32.31.8) [> JVO t> NO^pn 

(32.27) , (32.31) x (R a ) X (R 4 ) = (32.31.9) 

(32.31.9) >1V> lVO n_1 p«= 

(32.28) , (32.29) X (R 3 ) X (fi 4 ) = (32.31.10) 

(32.31.10) JVJV>00" _1 pw= O G^-pn 

(32.28), (32.30) x’(B 3 ) X (RJ = (32.31.11) 

(32.31.11) 1VJV[>[><D"- I p7i= 1VO >1V®“- I pn 

(32.28) , (32.31) X (R s ) X (B 4 ) = (32.31.12) 

(32.31.12) JVJV[> [> 0'‘ _1 pra = <] <j 1V7VQ" _1 pre 

(32.29) , (32.30) X {R 3 ) X (R t ) = (32.31.13) 

(32.31.13) [>1V1V|>0" _1 P«= iV>[>lV<&" _1 pii 

(32.29) , (32.31) X (B 3 ) X (i? 4 ) = (32.31.14) 

(32.31.14) (>1V1V[> 0" _1 p« = >[>iVlV(I) ,I_1 p7i 

(32.30) , (32,31) X (R*) X (B 4 ) = (32.31.15) 

(32.31.15) AT[>[>1V<I>'‘- I p7i= 
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In precedentul capitol (paragraful (2.3), discuţia întreprinsă 
asupra operatorului [> şi asupra relaţiilor dintre el şi alţi 
operatori ai CP, ne-a condus la o serie de formule care, cu o 
singură excepţie — ne gîndim la acele expresii care prezintă 
importanţă din perspectiva operatorului [> şi a relaţiilor sale 
cu alţi operatori — au putut fi întemeiate în totalitatea lor, 
pe o cale strict formală în cadrul lui S£>. Excepţia Ia care ne 
referim şi asupra căreia vom reveni mai tîrzin, este constitui¬ 
tă de formula (23.9). Dată fiind aserţiunea de mai sus, soco¬ 
tim că exemplele de pînă acum sînt suficiente. Eventuale alte 
teoreme şi reguli derivabile din ele ar urma să fie întemeiate 
într-un mod cu totul analog. Ceea ce ni se pare că se impune 
acum, în mod imediat, este a testa consistenta sistemului 

s>. 


3. CONSISTENŢA SISTEMULUI S> 

Prin testarea consistenţei lui S[> înţelegem, în primul rind, 
a verifica dacă sistemul alcătuit de noi se bucură de proprie¬ 
tăţile clasice ale unui sistem axiomatic corect construit. 

Prima dintre aceste proprietăţi este cea cunoscută sub nu¬ 
mele de independenţa axiomelor. Pentru aceasta, urmînd o 
cale devenită clasică, am alcătuit un model de interpretare 
bazat pe trei valori: 1, 2, 3. în cadrul acestui model de inter¬ 
pretare convenim ca literele mari X, Y, .. . ., să desemneze 
formulele de bază din S [>, O" l pn, tp™ l pm,. . . . 

Pentru prima axiomă a lui S£>, expresia (32.1), modelul 
de interpretare se concretizează prin următoarele matrici: 


X 

| NX X | 

[>X X = Y 

| 1 2 3 

1 

3 1 

1 1 

1 1 3 

2 

3 2 

3 2 

2 13 

3 

1 3 

3 3 

3 3 1 


(M. 33.1) (M. 33.2) (M. 33.3) 


Vom interpreta fiecare din axiomele lui S[> pe baza matrici- 
lor de mai sus. 
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Expresia (32.1): 

[ 01 = 1 ] = [1 = t > l ] = [1 = 1 ] = [ 1 = 1 ] = [1 = 1 ] =1 
[01= 2] = [1 = 02] =[1= 2] = [1= 3] = [1 = 3] = 3 

[01= 3] = [1 = 03] =[1 = 3] = [1 = 3] = [3 = 3] = 1 

[02= 1] = [2 = 01] = [3= 1] = [2= 1] = [3= 2] =3 
[02= 2] = [2 = 02] = [3 = 2] = [2 = 3] = [3 = 3] = 1 

[02= 3] = [2 = 03] = [3 = 3] = [2 = 3] = [1 = 3] = 3 

[03= 1] = [3 = 01] =[3= 1] = [3 = 1] =[3= 3] =1 
[03= 2] = [3= 02] =[3= 2] = [3 = 3] = [3 = 1] =3 
[03= 3] =[3=03] =[3=3] =[3= 3] = [1 = 1] =1 


Expresia (32.2) 

[NI =1] = [1 = IVI] = [3 
[NI =2] = [1 = JV2] = [3 
[IVI =3] = [1 = iV3] = [3 
[N2 = 1 ] = [2 = iVl] = [3 
[1V2 =2] = [2 = JV2] = [3 
[N2 = 3 ] = [2 = JV3 ] = [3 
[1V3 =1] = [3 = iVl] = [1 
[1V3 =2] = [3 = JV2] = [1 
[iV3 =3] = [3 = JV3] = [1 


1 ] = [1 = 3 ] 

2] = [1=3] 
3 ] = [1=1] 

1] = [2=3] 

2] = [2=3] 

3] = [2=1] 
1]= [3=3] 
2 ] = [3=3] 

3] = [3=1] 


[3=3] =1 
[3 = 3] =1 
[ 1 = 1]=1 
[3=3] =1 
[3=3] =1 
[1 = 2]=1 
[ 1 = 1]=1 
[ 1 = 1 ] =1 
[3=3] =1 


Expresia (32.3) 

[1 = 1 ] =1 
[ 2 = 2 ] =1 
[3= 3] = 1 

Se poate observa cu uşurinţă că interpretarea axiomelor 
lui S O în baza matricilor (M.33.1), (M.33.2) şi (M.33.3), care 
concretizează modelul ales de noi pentru cazul axiomei (32.1), 
a avut drept rezultat aceeaşi valoare — 1 — pentru orice 
interpretare dată axiomelor (32.2) şi (32.3), dar în cazul axio¬ 
mei (32.1) am constatat, pentru anumite interpretări, prezen¬ 
ţa unei alte valori — 3. în acest sens, putem considera axioma 
(32.1) drept independentă. 
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Pentru a pune în evidenţă independenţa axiomei (32.2), 
vom concretiza modelul nostru prin matricile: 

X NX X [>X X=Y 12 3 

13 11 1123 

22 22 2213 

31 33 3331 

(M. 33.4) (M. 33.5) (M. 33.6) 

Procedăm ca mai sus. deci: 


Expresia (32.1) 

[£1=1] = [1 = 01] = [1 
[> 1 = 2]=[1 = > 2 ] = [1 
^1=3]=[1 =>3] = [1 
[> 2 = 1]=[2 = > 1 ] = [2 
[>2=2]=[2=[>2] = [2 
[>2=3]= [2 = [>3] = [2 
[(>3 = 1]= [3 = >1]= [3 
[>3=3]= [3 = 02] = [3 
f>3 = 3] = [3 = 03] = [3 

Expresia (32.2) 

[NI = 1] = [1 = JV1] = [3 
pVl = 2] = [1 = iV2] = [3 
[NI = 3 ] = [1 = N3 ] = [3 
[N2 = 1] = [2 = JVl] = [2 
[1V2 = 2 ] = [2 = N2 ] = [2 
[ÎV2 = 3] = [2 = JV3] = [2 
[ÎV3 = 1] =[3 = M] = [1 
[JV3 = 2 ] = [3 = iV2 ] = [1 
[m = 3] =[3 = iV3] = [1 

Expresia (32.3) 

[1 = 1 ] = 1 

[2 = 2 ] =1 

[3 = 3] =1 


= 1] = [1= 1] = [1 = 1]=1 
= 2 ] = [1 = 2 ] = [2 = 2 ]= 1 
= 3] = [1 = 3] = [3 = 3]= 1 
= 1 ] = [2 = 1 ] = [2 = 2]=1 
— 2] = [2 = 2] = [1 = 1]=1 
= 3] = [2 = 3] = [3 = 3 ]= 1 
= 1 ] = [3 = 1] = [3 = 3 ] = 1 
= 2] = [3 = 2] = [3 = 3 ] = 1 
= 3] = [3 = 3] = [1 = 1]=1 


= 1] =[1 = 3] = [3= 3]= 1 
= 2] =[1 = 2] = [3 = 2] = 3 
— 3]=[1 = 1 ] = [1 = 1 ] = 1 

= 1] = [2 = 3] = [2 = 3] = 3 

= 2 ] =[2 = 2 ] = [1 = 1 ] =1 
= 3] =[2 = 1] = [3 = 2] =3 
= 1]=[3 = 3] = [1 = 1]=1 
= 2] = [3 = 2] = [2 = 3] =3 

= 3] = [3 = 1] = [3 = 3] = L 
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Utilizarea matricilor (M.33.4), (M.33.5) şi (M.33.6) ne-a 
permis să punem în lumină faptul că, la rîndul ei, axioma 
(32.2) este independentă, întrucît este singura expresie care, 
în condiţiile interpretării pe baza matricilor considerate, 
primeşte valoarea 3 şi prin aceasta ea se deosebeşte de toate 
celelalte axiome ale lui S£>, care, interpretate pe baza acelo¬ 
raşi matrici, au numai valoarea 1. 

Pentru testarea independenţei ultimei axiome a lui S£> 
am ales următoarele matrici: 


X 


NX 


1 2 

2 3 

3 1 



X = Y\ 1 2 3 


1 12 3 

2 3 13 

3 3 3 3 


(M. 33.7) 


(M. 33.8) 


(M. 33.9) 


în baza cărora, interpretarea axiomelor lui S£> are următorul 
rezultat: 


Expresia (32.1) 


[Ol 

= 

1] 

= 

[1 

= 

Ol] = 

[2 

= 

1] 

= 

[1 

= 

2] = 

[3 

— 

2 ' 

1=3 

[Ol 

= 

2] 

= 

[1 

= 

02] = 

[2 

= 

2] 

= 

[1 

= 

3] = 

[1 

= 

3] 

1=3 

[Ol 

= 

3] 

= 

[1 

= 

03] = 

[2 

= 

2] 

= 

[1 

= 

3] = 

[3 


3 

1=3 

[O 2 

= 

1] 

~ 

[2 

= 

01] = 

[3 

= 

1] 

= 

[2 

= 

2] = 

[3 

= 

1] 

1=3 

[O 2 

~ 

2] 

= 

[2 

= 

>2] = 

[3 

= 

2] 

= 

[2 

= 

3] = 

[3 

= 

3] 

=3 

[02 

= 

3] 

= 

[2 

= 

O 3 ] = 

[3 

= 

3] 

= 

[2 

= 

3] = 

[3 


3] 

|=3 

[03 

— 

1] 

= 

[3 

= 

>1] = 

[3 

= 

1] 


[3 

= 

2] = 

[3 

= 

3] 

1=3 

[03 

= 

2] 

= 

[3 

= 

>2] = 

[3 

= 

2] 

= 

[3 

= 

3] = 

[3 

= 

3] 

=3 

[O 3 

= 

3] 

= 

[3 

= 

>3] = [ 

3 

= 

3] 

= 

[3 

= 

3] = 

3 

= 

3] 

=3 


Expresia (32.2) 


[iVl 

= 

1] 

= 

[1 

= 

IVI] = 

[2 

= 

1] 

= 

[1 

— 

2] = 

[3 

— 

2] =3 

[iVl 

= 

2] 

= 

[1 

— 

1V2] 

[2 

= 

2] 

= 

[1 

— 

3] = 

[1 

= 

3] =3 

[iVl 

= 

3] 

= 

[1 

= 

VS ] = 

[2 

= 

3] 

= 

[1 

= 

1] = 

[3 

= 

1] =3 

[N2 

= 

1] 

= 

[2 

= 

iVl] = 

[3 

— 

1] 

— 

[2 

= 

2] = 

[3 

= 

1] =3 

[iV2 

= 

2] 

= 

[2 

= 

iV2] = 

[3 

= 

2] 

= 

[2 

= 

3] = 

[3 

= 

3] =3 

[N2 

= 

3] 


[2 

— 

iV3 ] 

[3 

= 

3] 

= 

[2 

= 

1] = 

[3 

= 

3] =3 

[iV3 

~ 

1] 

= 

[3 

= 

Al ] = 

[1 

= 

1] 

= 

[3 

= 

2] = 

[1 

= 

3] =3 

[iV3 

= 

2] 

= 

[3 

= 

iV2] = 

[1 

= 

2] 

= 

[3 

= 

3] = 

[2 


3] =3 

[iV3 

= 

3] 

= 

[3 

= 

iV3 ] = 

[1 

= 

3] 

— 

[3 

= 

1] = 

[3 

= 

3] =3 
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Expresia (32.3) 

[1 = 1] = 1 

[2 =2] =1 

[3 = 3 ] = 3 

Astfel, cu ajutorul matricilor (M.33.7) (M.33.8) şi (M.33.9), 
am putut pune în lumină şi independenţa axiomei (32.3) a 
sistemului S[>. în consecinţă, luînd în consideraţie şirul de 
matrici (M.33.1) — (M.33.9), în totalitatea sa, putem conchide 
că axiomele sistemului S [> sînt independente. 

Pentru a avea o imagine cît mai completă asupra consis¬ 
tenţei sistemului formal pe care noi l-am dedicat probării 
teoremelor dualităţii vom încerca, în cele ce urmează, să 
testăm non-contradicţia sa. în acest scop, am imaginat un 
model în care avem două valori, 1 şi 0. Negaţia este interpre¬ 
tată ca scădere din 1, iar dualitatea ca ridicare la puterea re. 
în sfîrşit, echivalenţa este interpretată după cum urmează: 

(1 = 1) = (0 = 0) = 1 şi (1 = 0) = (0 = 1) = 0 

In conformitate cu cele anunţate mai sus, interpretarea 
negaţiei se realizează astfel: 

a) dacă X = 1, atunci NX = (1 — X) = (1 — 1) = 0; 

b) dacă X = 0, atunci NX = (1 — X) = (1 — 0) = 1. 

Pe baza sistemului de interpretare dedicat operatorului £>, 
acesta nu ar afecta cu nimic valoarea formulei asupra căreia 
el este aplicat: 

a) dacă X = 1, atunci >X = X n = 1” = 1; 

b) dacă X = 0, atunci [>X = X" = 0” = 0. 

Folosind acest model de interpretare pentru axiomele lui 
S[>, obţinem: 

Expresia (32.1): 

[>i = i] =[i =01] = [i = i] = [i = i] = [1 = 1]=1 

[[>1 = 0] = [1 = >0] = [1 = 0] = [1=0]= [0 = 0]=1 

[[>0 = 1 ] = [0 =01] = [0 = 1] = [0 = 1] = [0 = 0]=1 

[[>0 = 0] = [0 =O0] = [0 = 0] = [0 = 0]= [1 = 1]=1 
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Expresia (32.2) 

[NI = 1] = [1 = NI] = [O = 1] = [1 = 0] = [O = 0] =1 

[NI = 0] = [1 = JVO] = [O = 0] = [1 = 1] = [1 = 1] =1 

[NO = 1] = [O = NI] = [1 = 1] = [O = 0] = [1=1] =1 

[NO = 0] = [O = NO ] = [1 = 0] = [0 = 1] = [O = 0] =1 

Expresia (32.3) 

[i;=i] = i 

[O = 0] = 1 

Se poate remarca destul de uşor că interpretarea axiomelor 
lui S£> în cadrul modelului considerat a avut drept rezultat 
faptul că, pentru orice interpretare primită, fiecare axiomă 
s-a redus la aceeaşi valoare, din cele două luate ca bază a 
modelului ales de noi şi anume, la valoarea 1. La acelaşi rezul¬ 
tat se va ajunge dacă vom folosi acelaşi model de interpre¬ 
tare pentru oricare din teoremele lui S£>. Acestea sînt moti¬ 
vele pentru care considerăm că S£> se bucură de proprietatea 
de a fi un sistem necontradictoriu. 

în legătură cu testarea completitudinii lui S£> ne vom mul¬ 
ţumi a arăta ce fel de expresii nu constituie legi logice pentru 
sistemul dedicat teoremelor dualităţii şi, în consecinţă, sînt 
respinse de el. Procedăm şi de această dată pe o cale devenită 
clasică : 

Astfel, adăugăm axiomelor lui S [> formula: 

*(33.1) 0$" 1 p n = N<b n - l pn 

Din formula *(33.1), dacă o presupunem a fi lege logică în 
S[>, putem deriva, pe baza definiţiei (32.4), expresia: 

*(3 3.2)N<b n - 1 Npn = Ntf-'pn 

Presupunem acum că în expresia *(33.2), variabila-operator 
„d>” desemnează operatorul monar ,,N” şi, în acest caz, for¬ 
mula *(33.2) urmează să fie retranscrisă fără indicii ,ji — 1” 
şi „n” — aşa cum am stabilit anterior: 

*(33.2.1) N<SNp = NQ>p 
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în continuare, înlocuim variabila-operator „O” cu operatorul 
monar „N” şi obţinem o nouă expresie; 

*(33.3) NNNp = NNp 

care, conform legii dublei negaţii — regula ( R t ) din S£> — 
devine 

*(33.4)iVp - p 

Întrucît formula *(33.4) apare a fi o contradicţie, ea nu poa¬ 
te fi acceptată în S|)>. în conformitate cu o eventuală regulă 
de respingere, de tipul modus tollens, rezultă că formula *(33.1) 
este respinsă din S£> ca nefiind o lege logică a acesteia. 

Considerăm încheiată testarea consistenţei lui S£>. Siste¬ 
mul pe care l-am folosit pentru probarea teoremelor dualităţii 
poate fi socotit un sistem formal consistent. în consecinţă, 
urmează să acceptăm că întemeierea formală a teoremelor 
dualităţii a urmat o procedură corectă şi deci putem avea 
certitudinea caracterului de lege logică al acestor teoreme, 
în cele ce urmează ne vom opri pe scurt, asupra semnificaţiei 
lui S[> şi a teoremelor sale. 


4. OBSERVAŢII GENERALE ASUPRA LUI S> 

încercînd acum o privire retrospectivă asupra legilor logice 
cuprinse în S O, vom putea constata că expresiile care îl alcă¬ 
tuiesc pot fi distinse în trei clase : 

o) unele, se referă, în mod exclusiv, la operatorul [>; 

b) altele, se referă, în mod exclusiv, la operatorul IV; 

e) în sfîrşit, cele din urmă se referă la raportul dualitate- 
negaţie. 

Dacă luăm în consideraţie expresiile din clasa (a) — (32.1), 
(32.5), (32.8), (32.9) - şi din clasa (6) — (32.2), (32.10), 
(32.12), (32.13) — atunci se poate susţine că teorema (32.12) 
din clasa ( b ) se referă mai degrabă la legătura dintre negaţie 
şi echivalenţă, după cum teorema (32.8) din clasa (a) se referă 
mai degrabă la legătura dintre dualitate şi echivalenţă. 

Această teoremă (32.8), înţeleasă în sensul acesta, este impli¬ 
cată în ceea ce D. Hilhert şi W. Ackermann numesc Principiul 
dualităţii şi pe care ei îl explicitează prin aceea că, fiind dată 
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o formulă, „A = B”, care este în mod logic — adevărată şi 
ale cărei ambe părţi sînt formate din sentinţe elementare şi 
negaţiile lor numai cu ajutorul conjuncţiei şi disjuncţiei, re¬ 
zultă o nouă formulă logic-adevărată prin schimbarea re¬ 
ciprocă dintre semnul conjuncţiei şi cel al disjuncţiei. în con¬ 
tinuare, ei oferă un exemplu prin intermediul legilor de distri- 
butivitate ale conjuncţiei la disjuncţie şi respectiv a disjunc¬ 
ţiei la conjuncţie [24 p. 16]. 

Sensul teoremei (32.8) corespunde celei de a cincea legi a 
dualităţii exprimată de W. Quine şi după care, aşa cum am 
mai arătat, două formule sînt echivalente dacă şi numai dacă 
dualele lor sînt echivalente. Pentru cazul lui S[)>, mai ales 
atunci cînd va fi vorba de a desprinde anumite consecinţe 
ale teoremelor sale pentru CP şi CF, sensul expresiei (32.8) 
şi totodată, exprimarea celei de a cincea legi a dualităţii dată 
de W. Quine se poate reformula spunînd că, două formule sînt 
echivalente dacă şi numai dacă ele sînt dualele a două formule 
echivalente. Această modificare de formulare operată de noi 
nu afectează cu nimic înţelesul teoremei (32.8) şi nici cel al 
legii enunţată de W. Quine. în plus, formularea preferată 
ne permite să desprindem mai uşor modalitatea în care teorema 
(32.8) este implicată în soluţionarea unor probleme concrete 
privind obţinerea directă de noi legi logice, alte legi logice fiind 
în prealabil demonstrate. 

Aşadar, teorema (32.8) poate fi folosită în dezvoltarea apli¬ 
caţiilor lui S P> pentru CP şi CF, chiar dacă ar fi să ne limităm 
numai la aceea că ea poate fundamenta un număr important 
din definiţiile sau din teoremele celor două calcule asociate 
logicii standard. Evident, cînd vorbim în acest context de 
teoreme, ne referim, în primul rînd, la acelea exprimate prin 
formule al căror principal operator este echivalenţa. 

Faptul că această observaţie era necesară reiese imediat, 
dacă ne referim la o altă lege a dualităţii enunţată de W. 
Quine, a treia, după care dualul unei formule valide este una 
inconsistentă, deşi ea nu apare direct în S£>, evident, datorită 
caracterului ei meta-formal. Cu toate însă că ea nu apare în 
mod nemijlocit în S[>, ea îşi păstrează deplină valabilitate 
chiar pentru S[)> şi pentru aplicaţiile sale la CP şi CF. în mod 
firesc, pe baza acestei legi rezultă imposibilitatea de a susţine 
afirmaţia că dat fiind un sistem formal oarecare al CP sau CF, 
sau numai un grup de expresii valide, noi am putea obţine 
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un alt sistem formal sau alte expresii valide, aplicind operaţia 
de dualizare asupra primelor expresii valide. Luînd împre¬ 
ună cea de a treia lege a dualităţii enunţată de W. Quine şi 
teorema (32.8), în formularea modificată de mai sus, putem 
conchide că, avînd o lege logică oarecare, dacă operatorul ei 
principal este echivalenţa, atunci putem obţine o nouă lege 
logică, nu în sensul că cea de a doua ar fi dualul explicit al 
celei dintîi, ci în sensul că noua lege logică este tot o echi¬ 
valenţă, dar formulele conectate de echivalenţă în cea de a 
doua lege logică sînt dualele formulelor conectate de echiva¬ 
lenţă în legea logică iniţială. Teorema (32.8) din S£> — coex- 
tensivă cu cea de a cincea lege a dualităţii exprimată de W. 
Quine — îşi dovedeşte, în acest sens, importanţa practică 
pentru simplificarea CP şi CF. Am spus „simplificarea CP şi 
CF ”, înţelegînd prin aceasta că luarea în consideraţie a princi¬ 
piului dualităţii prin intermediul teoremei (32.8), permite 
atît în cazul CP, cît şi în ccl al CP, renunţarea la demonstraţia, 
uneori destul de complicată, a unor teoreme, în măsura în 
care aceste teoreme se încadrează în condiţiile mai sus enun¬ 
ţate. în cel de al doilea paragraf al introducerii ne-am referit, 
în linii extrem de generale, la unele aspecte ale principiului 
dualităţii în geometria proiectivă şi revenind acum asupra 
acestor chestiuni, putem afirma că modalitatea practică de 
folosire a principiului dualităţii în geometria proiectivă 
pentru a obţine din teoreme deja existente alte teoreme, 
îşi află baza în semnificaţia teoremei (32.8) sau în cea a celei 
de a cincea legi a dualităţii enunţată de W. Quine. 

Teoremele subsumate clasei (6) nu necesită o discuţie specială, 
cu atît mai mult cu cît ele nu reprezintă un aport original al 
lui S[>. Existenţa lor în S£> se explică doar prin necesitatea 
de a întemeia alte teoreme, şi anume, a acelora care privesc 
raportul dualitate-negaţie, precum şi a eventualelor comentarii 
asupra acestui raport*. 

Ne oprim, pe scurt, asupra altor teoreme incluse în clasa 
(o), adică seria de teoreme dedicate exclusiv operatorului £>. 
în această ordine de idei, considerăm că sensul expresiei 
(32.5) poate fi explicitat prin aceea că dubla dualizare a unei 
formule oarecare este echivalentă cu formula iniţială. Ana- 

* A se vedea, în acest sens, capitolul doi al acestei lucrări, în specia] 
paragraful (2.1). 
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logia dintre această proprietate a operatorului p> şi proprieta¬ 
tea similară a operatorului N a fost făcută în primul paragraf 
al capitolului doi şi nu socotim necesar să revenim asupra ei. 
Cu toate acestea, e necesar a preciza că această analogie, refe¬ 
ritoare la proprietatea citată, are o mai mare întindere. 

Astfel, luînd în consideraţie şi unele teoreme incluse în clasa 
(o), putem conchide că aplicarea operatorului asupra unei 
formule oarecare de un număr par de ori (2 n) este echivalentă, 
prin rezultat, cu formula asupra căreia a fost aplicată operaţia 
de dualizare. în acest sens, s-ar părea că operatorul £> se asea¬ 
mănă cu unii operatori binari ai CP, definiţi, intr-un anume 
context, al autoconectării, ca periodic idempotenţi [47, p. 
349 — 368]. Dar, revenind la ideea de mai sus, considerăm că 
o generalizare asemănătoare, pentru negaţie, este sugerată 
de teorema (32.10) prin compararea ei cu unele dintre teore¬ 
mele incluse în clasa (c). Apelul la teoreme incluse în clasa 
(c) vizează, în primul rînd, luarea în consideraţie a expresiilor 
(32.16) — (32.18), (32.23) — (32.25) şi a celor grupate în şirul 
de la (32.26) la (32.31). 

Alături de teoremele deja citate ca elemente ale clasei (c), 
alte teoreme subsumate acestei clase, aşa cum ar fi cele din 
seriile (32.18.1) — (32.18.3), (32.25.1) —’ (32.25.3) şi (32.31.1) 
— (32.31.15) ne sugerează şi un alt aspect al legăturii dintre 
dualitate şi negaţie. Astfel, dacă teorema (32.20) ar putea fi 
citită şi ca atestarea unei comutativităţi între operatorii £> 
şi N, adică înţelesul ei ar fi acela că ordinea de aplicare a duali- 
zării şi a negaţiei asupra unei fbf oarecare este indiferentă, 
teoremele grupate imediat mai sus relevă faptul că aplicarea 
operatorului £> şi a operatorului N, asupra unei fbf oarecare, 
se bucură şi de proprietatea asociativităţii. Evident, această 
ultimă aserţiune nu vrea să spună mai mult decît că, fiind 
dată o formulă oarecare, aplicarea asupra ei a dualităţii şi 
a negaţiei în mod repetat, numărul acestor aplicări este mai 
mare decît doi, este indiferent modul în care se grupează apli¬ 
carea negaţiei şi a dualizării. 

Dintre teoremele incluse de noi în clasa (c), un loc deosebit, 
dată fiind semnificaţia ei, îi revine formulei (32.19). Incluse 
în aceeaşi clasă, teoremele (32.14) şi (32.15) apar doar cu paşi 
intermediari pentru derivarea teoremelor (32.19) şi (32.20). 
Semnificaţia deosebită a teoremei (32.19) ţine de faptul că, 
prin înţelesul ei, ea este echivalentă cu ceea ce B. Mates 
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numeşte „teorema negaţiei”. Întrucît am discutat asupra 
înţelesului ei ca teoremă a negaţiei, pentru moment dorim 
să remarcăm doar faptul că S£> ne-a permis o întemeiere strict 
formală a acestei expresii. 

în sfîrşit, pentru a epuiza şi clasa (c) se cuvine a remarca 
expresiile (32.21), (32.22) şi (32.22.1). în primul rînd, expresia 

(32.21) care poate fi citită în sensul că, dacă şi numai dacă 
dualul unei formule este echivalent cu negaţia altei formule, 
atunci şi negaţia primei formule este echivalentă cu dualul 
celei de a doua formule, prezintă un aspect, notat prin citirea 
acestei formule, a legăturii reciproce dintre dualitate şi negaţie 
ca două operaţii distincte. în ceea ce priveşte formulele 

(32.22) şi (32.22.1), dorim să remarcăm doar faptul că ele ne 
permit să considerăm ca înfăptuită asimilarea în cadrul lui 
S[> a noţiunii de predual prin intermediul dualului negaţiei 
sau al negaţiei dualului unei formule, aşa cum acest lucru a 
fost anunţat anterior. 

O altă observaţie care se impune, privind retrospectiv asu¬ 
pra celor discutate pînă în prezent, este faptul că, din toate 
legile dualităţii acceptate prin expresiile din capitolul doi, 
una singură lipseşte din ansamblul legilor logice care alcătuiesc 
sistemul S£>. Este vorba de acea expresie pe care am numit-o 
„principiul dualităţii pentru implicaţie” şi pe care am redat-o 
prin formula (23.9). Explicaţia faptului că această lege a duali* 
tăţii nu apare în S£> ni se pare firească. Ea constă în aceea 
că, în Sp> am acceptat, în afara negaţiei, un singur alt operator 
al CP, echivalenţa. Este cunoscut faptul că echivalenţa poate 
fi definită printr-o implicaţie reciprocă, însă se ştie la fel de 
bine că echivalenţa nu poate reda singură şi nici cu ajutorul 
negaţiei, implicaţia. 

Dacă, în construcţia lui S£>, am fi utilizat ca operator funda¬ 
mental, alături de operatorii [> şi N, operatorul implicaţie, 
legea discutată ar fi apărut cu siguranţă ca teoremă, aşa după 
cum raportul dintre dualitate şi echivalenţă este redat de teo¬ 
rema (32.8) din S[>. Dacă am fi procedat însă aşa, ar fi fost 
necesar nu numai să alegem alte axiome şi alte reguli de deduc¬ 
ţie, ci, evident, trebuia să adăugăm cel puţin o definiţie supli¬ 
mentară. în orice caz, S[> ar fi fost, de la început, mult 
mai complicat. în plus, în procesul de obţinere a echivalenţe¬ 
lor desemnate de teoremele lui S[>, complicaţia ar fi sporit 
prin aceea că obţinerea fiecărei echivalenţe ar fi impus doi 
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paşi intermediari: cele două implicaţii presupuse de definiţia 
echivalenţei prin implicaţie reciprocă. 

Aceasta este explicaţia faptului că formula (23.9) nu apare 
ca teoremă a lui S£> şi în acelaşi timp, o parte din explicaţia 
alegerii de către noi a echivalenţei ca operator fundamental 
al lui S[>, alături de negaţie şi dualitate. Cealaltă parte a 
acestei ultime explicaţii ţine de faptul că am fost interesaţi 
în întemeierea teoremelor dualităţii de acea formă a acestor 
teoreme care are echivalenţa ca operator principal. în sfîrşit, 
faptul că am fost interesaţi de o astfel de formă de exprimare 
a teoremelor dualităţii este motivat prin cerinţele impuse de 
aplicabilitatea teoremelor lui S[> la nivelul CP şi CF. 

Remarcînd, în final, numărul minim de axiome cerut de 
S[>, de fapt cîte una pentru fiecare din operatorii care apar 
în sistem, încheiem aici scurtele comentarii asupra teoremelor 
dualităţii. Evident, aceste comentarii pot fi lărgite, dar consi¬ 
derăm că primul lucru care se impune acum este încercarea 
de a desprinde ce efecte ar putea avea, pentru logica formală 
in general, acceptarea axiomelor şi a teoremelor lui S[>. 



IV 


PRINCIPIUL DUALITĂŢII 
Şl LOGICA FORMALĂ 


In primul paragraf al introducerii am definit dualitatea 
drept a relaţie de corespondenţă de un tip special, în sensul 
că această relaţie presupune o anumită inversiune simetrică 
a elementelor raportului. Tot atunci am precizat că această 
definiţie este destul de largă şi am sugerat ideea că o defi¬ 
niţie riguroasă a dualităţii impune utilizarea mijloacelor tehni¬ 
ce ale logicii moderne. Tocmai de aceea, înainte de a încerca 
să desprindem unele implicaţii ale principiului dualităţii în 
logica formală în general, folosind metodele logicii simbolice, 
am analizat conţinutul acestui principiu şi proprietăţile for¬ 
male ale dualităţii. 

Utilizînd pentru analiza principiului dualităţii metode spe¬ 
cifice ale logicii standard, aceasta nu înseamnă că el îşi află 
un domeniu logic de manifestare doar la nivelul logicii standard. 
Dimpotrivă, aşa cum afirmam în introducere, considerăm 
că principiul dualităţii este implicat la nivelul logicii formale 
în genere şi chiar mai mult, prezenţa lui poate fi constatată : i 
dincolo de graniţele ştiinţei logicii, la nivelul ştiinţelor formale 
în genere. Totuşi, deşi principiul dualităţii acoperă un domeniu 
atît de larg, prezenţa lui se face simţită în mod direct numai 
în cîmpul acelor ştiinţe cărora le revine nu numai atributul 
de a fi ştiinţe formale, ci şi acela de a fi formalizate. în plus, 
la nivelul unor astfel de ştiinţe — şi aici avem în vedere, în 
primul rînd, matematica şi logica simbolică — dispunem şi 
de mijloacele necesare unei analize riguroase a dualităţii. 

Pe de altă parte însă, am vorbit de manifestări specific logice 
ale principiului dualităţii şi chiar mai mult, avem impresia 
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că atributul fundamental al acestui principiu este acela de a 
fi un principiu de natură logică. Totodată, operînd o distincţie 
între logica tradiţională şi logica simbolică, am arătat că nu 
considerăm cele două nume ca denotînd două ştiinţe absolut 
separate ci, dimpotrivă, două orizonturi, două dimensiuni 
ale unei ştiinţe unice : ştiinţa logicii. Pare deci, cu totul firesc 
să ne întrebăm acum în ce constă manifestarea principiului 
dualităţii în cadrul logicii tradiţionale. Altfel spus, legătura 
dintre logica tradiţională şi logica simbolică, privită din per¬ 
spectiva principiului dualităţii, se reduce oare numai la faptul 
că în cadrul logicii simbolice putem constata între anumite 
expresii inferenţe analoage celor din pătratul logic clasic, al 
judecăţilor de predicaţie? 


PRINCIPIUL DUALITĂŢI Şl LOGICA TRADIŢIONALĂ 

Pentru a răspunde deschis la această întrebare, trebuie să 
spunem că, principiul dualităţii este implicat la nivelul logicii 
tradiţionale, dar că implicaţiile lui aici pot fi făcute mai greu 
explicite şi asta tocmai datorită specificului logicii tradiţio¬ 
nale, anume, acela de a fi o logică formală dar nu şi o logică 
formalizată. Cu scopul de a oferi detalii suplimentare referi¬ 
toare la această aserţiune, vom încerca, în cele ce urmează, 
să expunem pe scurt rezultatele investigaţiilor noastre privind 
implicaţiile principiului dualităţii în logica tradiţională, alt¬ 
fel spus, la nivelul formelor logice studiate de logica tradiţio¬ 
nală. 

Dacă ne oprim asupra noţiunii, prima şi cea mai simplă 
dintre formele gîndirii analizate de logica tradiţională, consi¬ 
derăm că punctul de plecare în încercarea de a sesiza impli¬ 
caţii ale principiului dualităţii îl constituie raportul elemente¬ 
lor structurale ale noţiunii: sfera şi conţinutul noţiunii. 

Este cunoscut faptul că, aceste două elemente ale structurii 
noţiunii sînt elemente corelative, lucru dovedit chiar dacă ar 
fi să ne limităm numai la aspectele definitorii ale fiecăruia 
dintre aceste elemente: sfera noţiunii se defineşte în relaţie 
cu conţinutul ei, iar conţinutul noţiunii se defineşte prin rapor¬ 
tare la sfera noţiunii. Mai mult, — şi acesta este faptul care 
ne interesează din punctul de vedere al principiului duali¬ 
tăţii — între conţinutul şi sfera noţiunii este atestată o relaţie 
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de corespondenţă fundamentată pe o inversiune simetrică. 
Logica tradiţională constată că raportul dintre sfera şi conţi¬ 
nutul noţiunii, privit dintr-o perspectivă dinamică, este gu¬ 
vernat de legea variaţiei inverse dintre conţinutul şi sfera 
noţiunii. în conformitate cu această lege, unei sfere restrînse 
a noţiunii îi corespunde, la aceeaşi noţiune, un conţinut bogat 
şi invers, unui conţinut restrîns al noţiunii îi corespunde o 
sferă bogată. Privită dinamic, acţiunea acestei legi se reali¬ 
zează prin aceea că, pe măsură ce sfera noţiunii devine mai 
largă, conţinutul ei se restrînge şi invers, pe măsură ce conţi¬ 
nutul noţiunii se îmbogăţeşte, sfera noţiunii se restrînge. Toc¬ 
mai acest tip de influenţare reciprocă între sfera şi conţinu¬ 
tul noţiunii ne sugerează ideea că elementele din structura 
noţiunii sînt două elemente duale. 

Să luăm definiţia fiecăruia dintre aceste elemente din struc¬ 
tura noţiunii. Astfel, sfera noţiunii poate fi definită: 

a) Sfera este elementul logic din structura noţiunii care de- 
notează obiectele ce posedă însuşirile reflectate prin conţinutul 
său. 

Pe de altă parte, conţinutul noţiunii îşi află o definire prin 
enunţul: 

b ) Conţinutul este elementul logic din structura noţiunii 
care reflectă însuşirile ce aparţin obiectelor denotate prin sfera 
noţiunii. 

Fără îndoială că nu este deloc dificil a observa că între aceste 
două enunţuri există un raport analog cu cel dintre enunţurile 
(A 2 ) şi (A 3 ) din paragraful (0.2) — adică două dintre postula¬ 
tele geometriei proiective. La fel ca şi în acel caz, socotit un 
aspect fundamental al existenţei principiului dualităţii în 
geometria proiectivă, oricare dintre aceste două enunţuri 
ar fi dat primul, celălalt poate fi obţinut, în mod simplu, ope- 
rînd numai cîteva schimbări de termeni. 

Astfel, dacă a fost dat, să spunem enunţul (a) — definiţia 
sferei noţiunii — şi dacă în cadrul lui schimbăm termenul 
sferă cu termenul conţinut şi operăm în continuare toate cele¬ 
lalte schimbări ce decurg de aici, adică schimbăm între ei 
termenii a denota cu a reflecta , obiect cu însuşire şi a poseda 
cu a aparţine, rezultatul acestor schimbări va fi enunţul (6), 
adică tocmai definiţia conţinutului noţiunii. Pe o cale absolut 
identică, din enunţul ( b) poate fi obţinut enunţul (a). 
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Avînd în vedere înţelesul principiului dualităţii, rezultă, 
în mod necesar, că enunţurile (a) şi (6) sînt două enunţuri 
duale. Mai mult, dacă enunţul (a) constituie o definiţie a sferei 
noţiunii şi dacă enunţul (6) constituie o definiţie a conţinutului 
noţiunii, atunci urmează, fără îndoială, că structura noţiunii 
constă din două elemente duale: sfera şi conţinutul noţiunii. 

în această perspectivă, legea variaţiei inverse dintre conţi¬ 
nutul şi sfera noţiunii, îşi află substratul în principiul duali¬ 
tăţii, concret, în relaţia de dualitate dintre sfera şi conţinutul 
noţiunii. Această lege nu face altceva decît marchează mani¬ 
festarea dinamică a principiului dualităţii implicat, în mod 
specific, în structura noţiunii. în măsura în care dorim să 
punem în lumină veritabila natură a raportului dintre elemen¬ 
tele din structura noţiunii, credem că e mai firesc să spunem 
că acest raport este guvernat de principiul dualităţii şi că acţiu¬ 
nea sa se realizează printr-o variaţie inversă între conţinutul 
şi sfera noţiunii. Această modificare de perspectivă în analiza 
structurii noţiunii o considerăm îndreptăţită întrucît relaţia 
dintre conţinutul şi sfera noţiunii este, în primul rînd — şi 
aceasta în sens fundamental — o relaţie de dualitate, iar varia¬ 
ţia inversă nu este decît un efect al principiului dualităţii în 
forma sa de manifestare specifică structurii logice a noţiunii 
şi spiritului logicii tradiţionale. 

în plus, renunţînd la a explica raportul dintre conţinutul 
şi sfera noţiunii printr-un factor derivat şi făcînd apel la veri¬ 
tabila natură a acestui raport, este eliminată şi posibilitatea 
unor ambiguităţi în înţelegerea acestui raport, ambiguităţi 
posibile atunci cînd relaţia dintre elementele structurale ale 
noţiunii este explicată, în mod exclusiv, prin aşa-numita lege 
a variaţiei inverse dintre conţinutul şi structura noţiunii. 
Pentru a arăta la ce fel de ambiguităţi ne referim, este sufi¬ 
cient a aminti că prezentînd raportul dintre conţinutul şi 
sfera noţiunii pe calea legii variaţiei inverse doar, explicaţia 
rămîne incompletă şi totdeauna este nevoie să adăugăm pre¬ 
cizări suplimentare, uneori chiar ieşind dincolo de graniţele 
logicii, cu privire la natura acestei inversiuni. Aceste preci¬ 
zări sînt necesare, tocmai pentru faptul că, urmînd o astfel 
de cale, nu se reuşeşte să se explice adevăratul conţinut al 
relaţiei dintre elementele din structura noţiunii, principiul 
dualităţii. 
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Desprinderea implicaţiilor principiului dualităţii în struc¬ 
tura noţiunii ne oferă un element important pentru a trata 
în mod clar şi consecvent întreaga teorie a noţiunii, cel puţin 
în măsura în care, teoria logică a noţiunii este concepută ca 
fundamentată pe raportul dintre sfera şi conţinutul noţiunii. 
Evident, nu avem intenţia să dezvoltăm aici întreaga proble¬ 
matică a teoriei logice a noţiunii din perspectiva principiului 
dualităţii şi de aceea vom da numai cîteva exemple. 

Astfel, un paragraf important al logicii noţiunii îl constituie 
analiza raportului dintre noţiunile gen şi noţiunile specie 
şi, pe baza acestui raport şi a celui dintre elementele din struc¬ 
tura noţiunii, analiza operaţiilor logice de generalizare şi de 
determinare a noţiunilor. Este aproape unanim acceptat că 
raportul dintre noţiunile gen şi noţiunile specie are o impor¬ 
tanţă ce depăşeşte restrîngerea sa la teoria logică a noţiunii. 
Raportul gen-specie poate fi înţeles ca manifestare specific 
logică a raportului general dintre universal şi particular. 

Pentru a putea pune în lumină implicaţiile principiului 
dualităţii şi aici, vom porni de la definiţiile noţiunii gen şi 
noţiunii specie. Vom ordona aceste două definiţii în coloane 
paralele: 

(a) Noţiunea gen este o no¬ 
ţiune care cuprinde în 
sfera ei o altă noţiune, 
mai puţin generală decît 
ea. 

Şi de această dată putem constata că, oricare dintre enunţu¬ 
rile (a) sau ( b') ar fi dat primul, celălalt poate fi obţinut pe 
calea unor simple schimbări de termeni. De data aceasta, 
pentru a trece, să spunem, de la enunţul (o') — definiţia noţiunii 
gen — la enunţul (&') — definiţia noţiunii specie — este sufi¬ 
cient să schimbăm termenul gen cu termenul specie, termenul 
care cuprinde cu termenul care este cuprins şi termenul mai 
puţin general cu termenul mai general. Pe o cale absolut identică 
se poate trece de la enunţul ( b') la enunţul (a'). Orice alte dife¬ 
renţe dintre enunţurile (a') şi (6') sînt numai de natură grama¬ 
ticală. în consecinţă, asemănător enunţurilor (o) şi (6), enun¬ 
ţurile (o') şi (&') pot fi considerate drept enunţuri duale. Pentru 
a pune şi mai bine în lumină raportul de dualitate între noţiu- 


( b') Noţiunea specie este o 
noţiune care este cuprin¬ 
să în sfera altei noţiuni 
mai generale decît ea. 



nea gen şi noţiunea specie, bazîndu-ne pe existenţa raportului 
de dualitate între conţinutul şi sfera noţiunii, putem înlocui 
enunţul (a) prin: 

„Noţiunea gen este o noţiune generală care se cuprinde în 
conţinutul unei alte noţiuni, mai puţin generală decît ea”, 
fără a altera prin aceasta cu nimic definiţia noţiunii gen. 
Singura modificare faţă de cele anterior spuse este că în locul 
schimbării dintre termenii care cuprinde şi care este cuprins, 
pentru trecerea de la definiţia genului la definiţia speciei 
se vă opera o schimbare între termenii conţinut şi sferă. 

Dar, pentru a arăta, o dată în plus, că principiul dualităţii 
îşi află • manifestare neîndoielnică în raportul noţiunilor gen- 
specie, ne vom referi în continuare la acest raport privit acum 
simultan din punctul de vedere al ambelor elemente din struc¬ 
tura noţiunii. 

(o") Din punctul de vedere al 
conţinutului, genul se 
cuprinde total în conţi¬ 
nutul speciei, iar din 
punctul de vedere al 
sferei, genul cuprinde spe¬ 
cia ca o parte a sa. 

La rîndul lor, enunţurile (a”) şi (6") se dovedesc a fi enun¬ 
ţuri duale. A obţine din unul din ele, oricare ar fi cel ales pri¬ 
mul, pe cel de al doilea, nu înseamnă decît a schimba între 
ei termenii subliniaţi. De data aceasta schimbările cerute vi¬ 
zează exclusiv elemente duale. în plus, în măsura în care 
enunţurile duale {a") şi ( b") prezintă în mod riguros raportul 
gen-specie din punctul de vedere al elementelor din structura 
noţiunii, dualitatea dintre ele confirmă existenţa unui raport 
de dualitate între noţiunile gen şi noţiunile specie. 

în această perspectivă, avînd date ca perechi duale noţiu¬ 
nile eonţinut-sferă şi noţiunile gen-specie, este firesc a con¬ 
chide existenţa unui raport de dualitate între operaţia de 
generalizare şi cea de determinare a noţiunilor. Nu este nece¬ 
sar să insistăm în mod deosebit asupra acestei chestiuni. Ca 
o consecinţă a dualităţii dintre conţinut şi sferă şi dintre gen 
şi specie, operaţiile de generalizare şi de determinare a noţiu¬ 
nilor sînt două operaţii duale, iar elementul nou pe care 


( b") Din punctul de vedere al 
sferei, specia se cuprinde 
total în sfera genului, 
iar din punctul de vedere 
al conţinutului, specia cu¬ 
prinde genul ca o parte a 
sa. 
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aceste operaţii îl aduc în raport cu implicaţiile principiului 
dualităţii în teoria logică a noţiunii, cu care ne-am ocupat 
pînă acum, este faptul că ele pot fi considerate ca o manifes¬ 
tare dinamică a principiului dualităţii intr-un mod oarecum 
asemănător cu cel în care am vorbit în cadrul logicii stan¬ 
dard despre dualizare, ca manifestare operaţională a principiu¬ 
lui dualităţii, în raport cu relaţia de dualitate. 

O observaţie ni se pare necesară privind manifestările princi¬ 
piului dualităţii în cadrul teoriei logice a noţiunii. La nivelul 
logicii standard, am putut constata existenţa raportului de 
dualitate între două funcţii logice, sau între două expresii 
distincte. Un caz oarecum deosebit l-au reprezentat operatorii 
auto-duali din clasa III, sau expresiile auto-duale. Cu toate 
acestea şi acolo, folosind definiţia (32.4), fiind dată o funcţie 
logică auto-duală, exprimabilă printr-o formulă simplă, 
să spunem Fpq, noi putem construi, ca dual al acestei expresii, 
formula NFNpNq. Este adevărat că expresia NFNpNq este 
echivalentă cu expresia Fpq, dar, strict vorbind, cei doi duali 
sînt şi în acest caz două expresii grafic distincte. Mai mult, 
chiar dacă am spune că dualul lui Fpq este Fpq însuşi, carac¬ 
terul de auto-dual al formulei considerate, nu înseamnă că 
raportul de dualitate este intern formulei auto-duale, ci în¬ 
seamnă doar că ea este echivalentă cu propriul ei dual. 

In cazul în care însă, luăm în consideraţie, din punctul 
de vedere al principiului dualităţii, noţiunea, nu vom mai 
putea constata existenţa celor doi duali ca două expresii dis¬ 
tincte. Nu poate fi vorba nici de un exemplu de auto-duali- 
tate şi aceasta pentru că elementele aflate în raport de dua¬ 
litate nu se confundă unul cu celălalt, dar ele sînt elemente 
constitutive ale noţiunii. Chiar atunci cînd vorbim despre duali¬ 
tatea dintre gen şi specie şi nu despre aceea dintre conţinutul 
şi sfera noţiunii, raportul de dualitate este tot interior noţiu¬ 
nii, căci nu e posibil a concepe specia ca exterioară genului 
sau genul ca nefiind o notă esenţială a speciei. In acest fapt 
noi vedem un aspect specific al manifestării principiului duali¬ 
tăţii la nivelul noţiunii, ca formă logică studiată de logica 
tradiţională. 

Analiza implicaţiilor principiului dualităţii la nivelul primei 
forme de gîndire studiată de logica tradiţională ne conduce 
la concluzia că dualitatea este internă noţiunii, manifestîndu- 
se ca relaţie între elementele structurii noţiunii. Această idee 
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ne poate servi ca punct de plecare în încercarea pe care o facem 
de a descoperi modul de manifestare a principiului dualităţii 
la nivelul judecăţii şi implicaţiile sale în teoria judecăţii. 

Plecînd de la tabloul kantian al clasificării judecăţilor tre¬ 
buie să facem, de la început, cîteva precizări. Astfel, din ana¬ 
liza clasificării judecăţilor vom distinge trei tipuri mari de 
judecăţi: judecăţi simple (judecăţile de predicaţie) judecăţi 
compuse (acele judecăţi care se disting faţă de judecata de 
predicaţie pe baza criteriului relaţiei ) şi judecăţi modale (sim¬ 
ple sau compuse). Tot de la început trebuie să anunţăm că 
nu ne vom ocupa aici de ultimele două tipuri de judecăţi. în 
cazul judecăţilor compuse, din care majoritatea manualelor 
de logică tradiţională nu recunosc decît o parte (judecata dis¬ 
junctivă neexclusivă, judecata disjunctivă exclusivă, judecata 
ipotetică neexclusivă şi judecata ipotetică exclusivă), consi¬ 
derăm că analiza lor din punctul de vedere al dualităţii este 
analoagă cu cea a celor 16 operatori binari ai CP şi în consecinţă, 
nu ar aduce nimic nou. în ceea ce priveşte problema judecă¬ 
ţilor modale, analiza lor, din perspectiva principiului duali¬ 
tăţii, ar fi mult mai adecvată în contextul unei investigaţii 
mai largi asupra manifestărilor principiului dualităţii în logica 
modală în genere, dar asupra acestor chestiuni nu intenţio¬ 
năm să ne oprim în detaliu pe parcursul acestei lucrări. 

în consecinţă, discuţia se va referi în continuare exclusiv 
la judecăţile de predicaţie. De la început vom căuta să des¬ 
prindem în ce măsură se poate vorbi de o implicare a princi¬ 
piului dualităţii în interiorul judecăţii de predicaţie. Faptul 
că elementele structurale ale judecăţii, subiectul şi predicatul, 
sînt noţiuni, ne conduce la ideea că, în genere, nu putem vorbi 
de o manifestare a principiului dualităţii sub forma unui 
raport între elementele structurale ale judecăţii. Avînd în 
vedere cele constatate anterior, privitor la noţiune, am putea 
spune cel mult că principiul dualităţii îşi află o manifestare 
internă la nivelul fiecăreia din noţiunile ce intră în alcătuirea 
judecăţii. 

în cele mai multe cazuri, subiectul unei judecăţi de predi¬ 
caţie este interpretat ca o noţiune, iar predicatul ca o notă 
afirmată sau negată despre această noţiune. Pentru o astfel 
de interpretare nu pare posibil să vorbim de principiul duali¬ 
tăţii ca implicat în raportul subiect-predicat. Aceasta în pri¬ 
mul rînd pentru faptul că subiectul nu poate fi înţeles doar 
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ca sferă a unei noţiuni, iar predicatul drept conţinutul aceleiaşi 
noţiuni, în sensul de element structural al acelei noţiuni. 
Ar rămîne totuşi deschisă o posibilitate, şi anume, aceea în 
care subiectul judecăţii este gîndit ca o specie, iar predicatul 
judecăţii ca fiind tocmai genul care include acea specie. Dar 
şi de data aceasta ajungem la aceeaşi concluzie, căci pe de o 
parte, o astfel de interpretare este bazată pe luarea în conside¬ 
raţie a conţinutului concret-determinat al judecăţii şi nu pe 
înţelegerea judecăţii ca formă logică în genere şi, în plus, prin¬ 
cipiul dualităţii îşi află manifestarea, am stabilit aceasta 
anterior, la un nivel general, la nivelul formei logice şi nu la 
nivelul unei propoziţii concrete. Concluzia la care ajungem 
este că nu se poate vorbi, într-un mod propriu, de un raport 
de dualitate în interiorul judecăţii. 

Dar dacă în interiorul judecăţii de predicaţie nu se poate 
constata prezenţa a două elemente duale, am putea spera 
ca principiul dualităţii să-şi afle locul în teoria judecăţii de 
predicaţie, ca un raport între două judecăţi de predicaţie. 
De la început excludem posibilitatea de a aborda această prob¬ 
lemă pe baza formulelor bine cunoscute ale CF care sînt oferite 
ca mijloace de modelare a judecăţii de predicaţie în cadrul 
şi pentru cerinţele logicii predicatelor. Excludem această cale 
pentru că ar însemna să studiem aplicarea principiului dualită¬ 
ţii în logica predicatelor şi nu în logica judecăţilor de predi¬ 
caţie. La fel, excludem posibilitatea de a aborda această 
problemă, în mod direct pe baza definiţiei dualităţii, aşa cum 
această definiţie apare în cadrul lui S[>. Această a doua posi¬ 
bilitate este exclusă pentru că formula (32.4) corespunde 
unui alt domeniu decît celui căruia îi aparţine judecata de 
predicaţie ca formă logică. Formele logice pentru care formula 
(32.4) a fost acceptată ca definiţie a dualităţii sînt expresiile 
logicii standard şi nu formele logice specifice logicii tradiţio¬ 
nale. 

Cu toate acestea, modul în care a fost alcătuită formula 
(32.4) ca definiţie a operatorului £> în cadrul logicii standard 
ne poate servi ca un jalon pentru a descoperi în ce măsură 
vom putea vorbi de o manifestare a principiului dualităţii 
în raporturile dintre judecăţile de predicaţie. In conformitate 
cu formula (32.4), aplicarea operaţiei de dualizare unei formule 
oarecare a CP are loc prin intermediul negaţiei, care afectează 
în mod distinct toate elementele constitutive ale expresiei 
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afectate de operatorul [>. De aici desprindem două idei. 
Prima: aplicarea operaţiei de dualizare asupra unei forme lo¬ 
gice se face cu ajutorul negaţiei. A doua: aplicarea negaţiei, 
pentru a obţine dintr-o formă logică dată, dualul ei, se face 
în funcţie de elementele constitutive ale acestei forme logice. 
De exemplu, elementele constitutive ale unei expresii a CP 
sînt variabilele propoziţionale şi operatorul care le conectează, 
iar atunci cînd asupra unei asemenea expresii se aplică operaţia 
de dualizare, negaţia afectează simultan, atît fiecare din varia¬ 
bilele propoziţionale, cît şi operatorul care le conectează. 

Prima din concluziile la care am ajuns pe baza discuţiei de 
mai sus în legătură cu formula (32.4), şi anume, efectuarea 
operaţiei de dualizare prin intermediul negaţiei, poate fi 
transferată şi la nivelul judecăţii de predicaţie, pentru că şi 
aici, dacă nu ca operator, negaţia este totuşi prezentă ca opera¬ 
ţie de respingere. Dar pentru a vedea în ce fel se poate vorbi 
de aplicarea negaţiei asupra unei judecăţi de predicaţie, astfel 
încît, modalitatea ei de aplicare să coincidă cu operaţia de 
dualizare, rămîne de stabilit în urma unei analize prealabile 
a judecăţii de predicaţie, pentru a vedea asupra căror părţi 
din alcătuirea ei trebuie aplicată negaţia. Astfel, dacă luăm 
în consideraţie judecata de predicaţie în forma ei generală, 
am putea conchide că formula „SP” corespunde judecăţii 
de predicaţie, dar nu ca un tip anume de judecată, ci ca expre¬ 
sie a acelei forme logice pe care, spre deosebire de noţiune 
şi de raţionament, o definim drept judecată. Logica tradiţio¬ 
nală recunoaşte însă patru tipuri fundamentale ale judecăţii 
de predicaţie pe care le distinge una de alta după criteriul 
cantităţii şi calităţii. în funcţie de aceste criterii, noi distin¬ 
gem : judecata universal-afirmativă, judecata universal-ne- 
gativă, judecata particular-afirmativă şi judecata particular- 
negativă. 

Acum, dacă luăm în consideraţie formulele prin care sînt 
reprezentate aceste tipuri de judecăţi de predicaţie şi pe care, 
dat fiind scopul pe care îl urmărim, propunem să le alcătuim 
după cum urmează : 

(41.1) TS -)- P = judecată universal-afirmativă: 

Toţi S sînt P 

(41.2) TS — P — judecată universal-negativă : 

Nici un S nu este P 
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(41.3) US -j- P = judecată particular-afirmativă: 

Unii S sînt P 

(41.4) US — P — judecată particular-negativă : 

Unii S nu sînt P, 

vom putea constata că acele elemente care ne permit să preci¬ 
zăm cu ce fel de judecăţi de predicaţie avem de a face sînt 
cuantorul (reprezentat prin T sau U şi aşezat în faţa judecăţii) 
şi copula (reprezentată prin sau „—” şi aşezată între 

subiect şi predicat). Cuantorul determină cantitatea, iar prin 
intermediul copulei se poate decide calitatea judecăţii. 

Avînd în vedere discuţia anterioară, urmează că aplicarea 
operaţiei de negaţie, în vederea realizării operaţiei de duali- 
zare, trebuie să afecteze cuantorul, adică elementul care de¬ 
semnează cantitatea judecăţii şi simultan copula, adică ele¬ 
mentul care desemnează calitatea judecăţii. In acest sens, 
dacă enunţul judecăţii universal-afirmative este „Toţi S sînt 
P”, atunci aplicînd în cadrul acestui enunţ negaţia asupra 
cuantificatorului şi a copulei, obţinem enunţul „Nu toţi 
S nu sînt P”, care poate fi reformulat prin „Nu e adevărat 
că nici un S nu este P” şi care, la rîndul său, poate fi tradus 
printr-o judecată particular-afirmativă: „Unii S sînt P”. 
în măsura în care o astfel de modificare a definiţiei dualităţii 
este acceptată, urmează că între judecata universal-afirmativă 
şi judecata particular-afirmativă există un raport de duali¬ 
tate. Este uşor de observat faptul că, aplicînd în acelaşi fel 
negaţia asupra judecăţii particular-afirmative, vom obţine, 
prin intermediul enunţului „Nu e adevărat că unii S nu sînt 
P”, ca dual al ei, judecata universal-afirmativă. Mai departe, 
procedînd în acelaşi fel cu judecăţile universal-negativă şi 
particular-negativă, vom putea conchide şi că între ele există 
un raport de dualitate. 

Pornind de la formulele (41.1), (41.2), (41.3) şi (41.4) vom 
putea spune că formulele: 

(41.5) 1 >{TS + P) = US + P 

(41.6) [>(TS - P) = US - P 

(41.7) [>(l/S + P) = TS + P 

(41.8) [>(US - P) =TS - P 


exprimă perechile de duali, în cazul judecăţilor de predicaţie. 



Concluziile anterioare privind principiul dualităţii sînt con¬ 
firmate şi în cazul judecăţii de predicaţie, pe baza adaptării 
definiţiei dualităţii la specificul formei logice abordate. în 
acest sens, dacă pe baza definiţiei dualităţii putem obţine 
din fiecare din judecăţile universale, judecăţile particulare 
de aceeaşi calitate şi reciproc, din judecăţile particulare, pu¬ 
tem obţine judecăţile universale de aceeaşi calitate, atunci, 
folosind negaţia, se poate realiza trecerea de la judecăţile uni¬ 
versale la judecăţile particulare de calitate deosebită şi invers, 
de lă judecăţile particulare la cele universale diferite cali¬ 
tativ faţă de judecăţile particulare de la care s-a pornit. Prin 
urmare, luînd judecata A ca punct de plecare, ea îşi află dualul 
în judecata I şi, pornind mai departe de la judecata I, jude¬ 
cata A îşi află negaţia dualului ei în judecata E. Sau, pornind 
de la aceeaşi judecată A, ea îşi află negaţia în judecata O şi 
dualul negaţiei sale în judecata E. Nu e necesar să continuăm 
cu alte exemple pentru a putea deriva concluzia că, în urma 
definiţiei dualităţii acceptată mai sus, cele patru judecăţi de 
predicaţie A, E, I şi O apar ca bucurîndu-se de proprietatea 
de a fi armonic conjugate. 

în consecinţă, considerăm că modificările aduse definiţiei 
dualităţii, propriu-zis numai modalităţii concrete de apli¬ 
care a ei, nu constituia o înfrîngere a consecvenţei concepţiei 
noastre despre principiul dualităţii. Aceste modificări ţin 
de specificul formei logice abordate şi nu de o schimbare a 
perspectivei de înţelegere a principiului dualităţii. Mai mult, 
principiul dualităţii ne permite să punem în lumină un aspect 
important al ansamblului de inferenţe proprii pătratului 
logic clasic al judecăţilor de predicaţie. Existenţa unor astfel 
de inferenţe între judecăţile de predicaţie nu poate să mai 
fie pusă la îndoială şi că acelaşi lucru se poate spune şi despre 
corelaţia dintre existenţa acestor inferenţe între patru formaţii 
logice şi proprietăţile acestor formaţii de a fi armonic conju¬ 
gate. în plus, rezultatele obţinute în cadrul teoriei judecăţi¬ 
lor de predicaţie, din perspectiva principiului dualităţii, ne 
oferă, un criteriu suficient de riguros pentru a stabili un punct 
de legătură între logica tradiţională şi logica simbolică şi, în 
acelaşi timp, un punct de deosebire între cele două dimensiuni 
ale ştiinţei logicii. în acest sens, proprietatea unor elemente 
logice de a fi armonic conjugate explică inferenţele de tipul 
pătratului logic, indiferent dacă aceste inferenţe se realizează 
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în cadrul CP sau în interiorul teoriei judecăţilor de predicăţic 
din logica tradiţională, dar tot această proprietate ne, va 
permite să constatăm pînă în ce grad putem vorbi de o mode¬ 
lare a judecăţilor de predicaţie în cadrul CF. Asupra acestei 
ultime chestiuni vom reveni în unul din următoarele para¬ 
grafe ale acestui capitol. 

Cu scopul de a încerca, pe cît posibil, o tratare completă 
a implicaţiilor principiului dualităţii la nivelul logicii tradiţio¬ 
nale, ne vom opri în continuare asupra ultimei forme de gîndi- 
re studiate de logica clasică, raţionamentul. Raţionamentul 
se distinge de formele logice anterior abordate, în primul TÎnd 
prin caracterul său complex şi procesual. Raţionamentul este 
o inferenţă mediată, dar din analiza pe care am întreprins-o 
asupra principiului dualităţii a rezultat că el este aplicabil 
unor formule logice şi nu unor inferenţe în care aceste formule 
sînt doar elementele drumului de la premise la concluzie. în 
cadrul raţionamentului, aceste elemente sînt în primă instanţă 
judecăţi şi am constatat în ce sens principiul dualităţii îşi 
află o manifestare la nivelul judecăţii. în consecinţă, cele 
expuse cu privire la judecata de predicaţie, din punctul de 
vedere al dualităţii, nu pot constitui un punct de plecare în 
abordarea implicaţiilor principiului dualităţii în raţionament. 
E adevărat, spre deosebire de alte forme logice, pare mai uşor 
a transcrie un tip sau altul de raţionament printr-o formulă 
a logicii propoziţiilor sau prin una a logicii predicatelor, dar 
aceasta nu numai că ar duce la pierderea a ceea ce este specific 
raţionamentului ca formă de gîndire — actul de mediere, dar 
ar însemna şi o schimbare de perspectivă : studierea principiu¬ 
lui dualităţii la nivelul logicii propoziţiilor, sau la cel al logicii 
predicatelor. 

Evident, şi raţionamentul, în măsura în care el presupune 
ca ultim element constitutiv noţiunea, se află în corelaţie 
cu principiul dualităţii, dar aceasta nu înseamnă o manifes¬ 
tare directă a principiului dualităţii la nivelul raţionamentu¬ 
lui. în măsura în care pentru raţionament noţiunea este 
element constitutiv, dată fiind unitatea elementelor ei struc¬ 
turale, sfera şi conţinutul, el presupune şi principiul dualităţii. 
Ilustrarea cea mai clară a acestei aserţiuni o oferă raţiona¬ 
mentul deductiv, prin axioma silogismului. Această axiomă 
este unică, dar se manifestă printr-o dedublare, ale cărei ele¬ 
mente sînt elemente duale: extensiunea şi comprehensiunea. 
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Fără îndoială, concluzia noastră pare justificată în măsura 
în care elementul structural ultim al raţionamentului este 
noţiunea şi în măsura în care noţiunea este concepută ca uni¬ 
tate indisolubilă între sferă şi conţinut. 

încheiem aici referinţele noastre la implicaţiile principiului 
dualităţii la nivelul formelor logice studiate de logica tradiţio¬ 
nală. O ultimă idee pe care dorim să o desprindem şi care, 
credem, rezultă din cuprinsul acestui paragraf, este aceea că 
principiul dualităţii îşi manifestă, cu precădere indirect, pre¬ 
zenţa la nivelul logicii tradiţionale şi acest lucru se explică 
nu numai prin faptul că avem de a face cu o logică formală, 
dar neformalizată ci, mai ales, prin specificul formelor logice 
studiate de logica clasică. 

Acest principiu al dualităţii îşi află manifestarea sa ple¬ 
nară la nivelul logicii simbolice, orizont logic formal şi, în 
acelaşi timp, formalizat. Dar caracterul formalizat al logicii 
simbolice ţine numai parţial de metodele de investigare 
folosite de ea şi, în primul rînd, el este o consecinţă firească 
a formelor logice studiate de logica simbolică, elemente care, 
prin natura lor, impun chiar metodele de investigare. în această 
perspectivă, trebuie înţeles faptul că principiul dualităţii este, 
cu precădere, caracteristic domeniului logicii simbolice şi, 
în plus, la acest nivel el îşi poate dobîndi o analiză adecvată, 
prin intermediul mijloacelor tehnice pe care ni le oferă logica 
simbolică. Faptul că, date fiind toate acestea, principiul 
dualităţii îşi află manifestarea, într-o formă specifică, la nive¬ 
lul formelor de gîndire studiate de logica tradiţională, ni se 
pare un argument suplimentar în favoarea unităţii ştiinţei 
logicii, dar analiza principiului dualităţii din această perspec¬ 
tivă nu ni se pare a fi o chestiune de natura logicii însăşi, ci, 
în primul rînd, de cea a metalogicii. 


2. TEOREMELE LUil S > Şl CP 

După scurta prezentare a implicaţiilor principiului duali¬ 
tăţii la nivelul logicii tradiţionale, revenim în cadrul logicii 
simbolice, mai precis în cel al logicii standard şi anume, la 
nivelul CP. Pentru a încerca să desprindem şi alte aspecte 
privind prezenţa principiului dualităţii în cadrul domeniului 
anunţat, am socotit firesc ca, de această dată, referinţele 
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la principiul dualităţii să fie făcute prin intermediul teoremelor 
dualităţii. 

în acest sens, socotim necesar să facem unele precizări. 
Astfel, revenind asupra operatorilor CP, vom lua ca punct de 
plecare clasificarea lor din paragraful (1.3). în încercarea de 
a pune în evidenţă aspecte aplicative ale lui S [> pentru CP, 
în afara regulilor folosite pentru deducerea teoremelor dualită¬ 
ţii, vom utiliza, destul de frecvent, regula schimbului reciproc 
de echivalenţe, de altfel şi ea implicată în S£>. în plus, teore¬ 
ma (32.19), cunoscută sub numele de „teorema negaţiei”, 
va fi utilizată sub forma unei definiţii formale. Ca o convenţie 
de scriere, toţi operatorii binari şi alături de ei, negaţia şi dua¬ 
litatea, vor fi redaţi după sistemul scrierii fără paranteze al 
lui J. Lukasiewicz, cu excepţia echivalenţei şi aceasta numai 
în cazul în care echivalenţa îndeplineşte funcţia de operator 
pripcipal, situaţie în care ea va fi redată prin semnul „=”, 
în maniera sistemului clasic de scriere cu paranteze. în sfîrşit, 
ultima precizare este aceea că vom dezvolta, de fapt, numai 
discuţia asupra primilor patru operatori armonic conjugaţi, 
anume, cei care formează prima subclasă a clasei II — para¬ 
graful (1.3); discuţia celorlalţi operatori din perspectiva teo¬ 
remelor dualităţii va fi restrînsă la unele referinţe şi la lista 
de formule consemnate în anexa nr. 1 de la sfîrşitul acestei 
lucrări. 

Ca punct de plecare în studierea consecinţelor lui S[> pentru 
CP, reluăm axiomele (32.1) şi (32.2) din Sp> şi alături de ele, 
pe baza tabelelor nr. 1 şi nr. 2 din primul capitol, încă patru 
formule : 

(32.1) [t>0" l pn= (p™ _1 pm] - [<!>" _1 pn = [><p’"~ 1 p OT ] 

(32.2) [N<S>"~ l pn = = [<ţ) n-1 pn = iV\J/” _1 p m ] 

(42.1) [> Apq = Kpq 

(42.2) \>Dpq = Xpq 

(42.3) NApq = Xpq 

(42.4) NDpq = Kpq 

Ca definiţii, vom folosi expresiile: 

(32.4) O <D n ~V = N(\) n - l Npn 
(32.19) N<&"- l pn = [><I> n ~ 1 iVpn 
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iar ca reguli de deducţie, alături de schimbul reciproc de echi¬ 
valenţe, vom folosi regulile din S£>. In ceea ce priveşte sub¬ 
stituţia precizăm că, în contextul trecerii de la S£> la CP, for¬ 
mulele de bază ale lui S£> de tipul vor fi înlocuite 

cu formule de bază ale CP. Astfel, locul variabilei-operator 
,,(D” va fi luat de unul din operatorii CP, iar locul simbolului 
„ pn ” care desemna mulţimea variabilelor propoziţionale 
conectate de operatorul denotat de ,,(D” va fi luat de variabi¬ 
lele propoziţionale p, q, . . . De exemplu, printr-o astfel de 
înlocuire, expresia „<D" 1 pn” devine „Apq". 

Folosind formulele de mai sus ca punct de plecare şi luînd 
în consideraţie precizările făcute, putem deriva următoarele 
echivalenţe ale CP: 

(32.1) : O/A, ty/K X (R 3 ) = (42.1) x (R 3 ) - (42.5) 

(42.5) \>Kpq = Apq 

(42.5) X (R 3 ) X (32.4) = (42.6) 

(42.6) Apq = NKNpNq 

(32.2) : Ol A, +/X = (42.3) X (R 2 ) - (42.7) 

(42.7) Apq = NXpq 

(32.1) : (D/D, 4 j/X X (R 3 ) = (42.2) x (R 2 ) - (42.8) 

(42.8) >Xp 2 = Dpq 

(42.7) X (32.19)0/X = (42.9) 

(42.9) Apq = DNpNq 

(42.6) , (42.7) x (R 3 ) X (D 4 ) = (42.10) 

(42.10) NXpq = NKNpNq 

(42.7) , (42.9) X (R 3 ) X (D 4 ) = (42.11) 

(42.11) NXpq = DNpNq 

(42.6), (42.9) X (R 3 ) X (D 4 ) = (42.12) 

(42.12) DNpNq = NKNpNq 

(42.1) x (R 3 ) X (32.4) = (42.13) 

(42.13) Kpq = NANpNq 

(32.2) : (D/D, 47K = (42.4) x (R 2 ) - (42.14) 

(42.14) NKpq = Dpq 

(42.4) x (R s ) X (32.19) x (32.4)(D/D = (42.15) 

(42.15) Kpq = XNpNq 

(42.4) , (42.13) X (R 3 ) X (D 4 ) = (42.16) 

(42.16) NDpq = NANpNq 
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(42.13) , (42.15) x (R 3 ) X ( R 4 ) = (42.17) 

(42.17) XNpNq= NANpNq 

(42.4), (42.15) X ( R 3 ) X (i? 4 ) = (42.18) 

(42.18) NDpq = XNpNq 

(42.8) X (R 3 ) X (32.4) = (42.19) 

(42.19) Dpq = NXNpNq 

(42.14) x (R a ) X (32.19) X (32.4)0/*: = (42.20) 

(42.20) Dpq = ANpNq 

(42.14) , (42.19) X ( R 3 ) X (i? 4 ) = (42.21) 

(42.21) NKpq = NXNpNq 

(42.14), (42.20) X (iî 3 ) X (i? 4 ) = (42.22) 

(42.22) NKpq = ANpNq 

(42.19), (42.20) x (R 3 ) X (* 4 ) = (42.23) 

(42.23) ANpNq = NXNpNq 

(42.2) x (.R 3 ) X (32.4) = (42.24) 

(42.24) Xpq = NDNpNq 

(42.3) x ( R 3 ) X (32.19) X (32.4) d>/,4 = (42.25) 

(42.25) Xpq = ICNpNq 

(42.24), (42.3) x (R 3 ) X (P 4 ) = (42.26) 

(42.26) NApq = NDNpNq 

(42.3) , (42.25) x (R 3 ) X (P 4 ) = (42.27) 

(42.27) NApq =KNpNq 

(42.24), (42.25) X ( R 3 ) X (RJ = (42.28) 

(42.28) ICNpNq = NDNpNq 

Echivalenţele de mai sus epuizează posibilităţile de trecere 
de la un operator la altul, evident în cadrul subgrupului consi¬ 
derat al celor patru operatori — conjuncţia, disjuncţia, incom¬ 
patibilitatea şi „nici . . . nici . . . ”. Acelaşi număr de echi¬ 
valenţe pot fi obţinute, în mod analog, şi pentru ceilalţi opera¬ 
tori binari ai CP, socotind aceşti operatori grupaţi în conformi¬ 
tate cu clasificarea din paragraful (1-3). Noi am înscris aceste 
echivalenţe în anexa lucrării. 

La o primă analiză, aceste formule, luate în ansamblul lor, 
ne dezvăluie căile de a trece de la un operator binar la alt 
operator binar — evident, în cadrul grupurilor constituite 
— o anumită diferenţă între ele fiind dată de modul deosebit 
în care negaţia s-a aplicat asupra unor părţi diferite ale membri¬ 
lor echivalenţelor pe care le reprezintă formulele de mai sus. 
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Un fapt important este acela că toate aceste formule au fost 
obţinute cu mijloacele puse la dispoziţie de principiul duali¬ 
tăţii, prin intermediul lui S[>. Dacă am lua în consideraţie 
definiţia matricială a unora din operatorii subsumaţi grupului 
analizat, formulele (42.1) — (42.4), folosite ca punct de ple¬ 
care în întemeierea echivalenţelor de mai sus, ar putea fi obţi¬ 
nute la rîndul lor prin folosirea formulelor (32.4) şi (32.19) 
ca definiţii. în consecinţă, putem spune că toate echivalen¬ 
ţele înscrise aici între numerele- (42.1) şi (42.28), precum şi 
cele înscrise între numerele (1) şi (72) în anexă sînt, prin inter¬ 
mediul lui S[>, consecinţe ale principiului dualităţii, manifes¬ 
tări concrete ale sale. 

Din şirul de formule cuprinse între numerele (42.5) şi (42.28) 
un loc deosebit îl ocupă cele cunoscute sub numele de „legile 
lui Augustus De Morgan” şi pe care, R. Carnap le numea chiar 
legi duale [11 p. 31]. înscrise la numerele (42.6), (42.13), 
(42.22) şi (42.27), ele se dovedesc, o dată în plus, a fi strîns 
legate de principiul dualităţii. Mai important decît aceasta 
este faptul că, printre formulele deduse, la numerele (42.19), 
(42.24), (42.18) şi (42.11) găsim expresii care diferă de cele 
cunoscute sub numele de „legile lui Augustus De Morgan” 
numai prin operatorii la care se referă. Clasicele „legi ale lui 
Augustus De Morgan” sînt formulate la nivelul conjuncţiei 
şi disjuncţiei, iar formulele (42.19), 42.24), (42.18) şi (42.11) 
se referă la alţi doi operatori: incompatibilitatea şi „nici . . . 
nici .. . ”. 

Dacă facem apel la formulele înscrise în anexă, vom constata 
acelaşi tip de legi logice pentru fiecare din grupurile de opera¬ 
tori ai CP luate în consideraţie. Pentru operatorii celui de al 
doilea subgrup al clasei II, formulele (30), (31), (39) şi (46) 
din anexă sînt întrutotul similare legilor lui Augustus De 
Morgan pentru operatorii duali C şi M, adică pentru implica¬ 
ţia materială şi negaţia implicaţiei materiale inverse. Aceeaşi 
funcţie este îndeplinită de formulele (27), (34), (42) şi (43) 
din anexă, în cazul operatorilor duali B şi L, adică pentru cazul 
implicaţiei materiale inverse şi al negaţiei implicaţiei materiale. 
Analiza formulelor înscrise în anexă corespunzător claselor 
de operatori binari I şi III ne va duce la aceleaşi concluzii. 
De exemplu, pentru cazul operatorilor duali E şi J, echivalenţa 
şi disjuncţia exclusivă, formulele (13), (18), (19) şi (22) apar 
a fi analoage legilor lui A. De Morgan. Considerăm că citarea 
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şi a altor exemple nu mai prezintă interes. într-adevăr, opera¬ 
torii auto-duali, înscrişi în ultima clasă, nu apar în mod frec¬ 
vent în cadrul CP şi deci expresiile care, în cazul lor, ar fi ana- 
loage legilor lui A. De Morgan — adică formulele (51), (54), 
(57), (60), (61), (64), (67) şi (70) nu au o altă menire decît de 
a arăta că nici aceşti operatori nu fac excepţie de la linia căreia 
i se încadrează ceilalţi operatori. 

La fel, operatorii tautologie şi contradicţie, datorită situaţiei 
lor speciale în cadrul CP, ne conduc la ideea că formulele de 
tipul celor discutate, corespunzătoare lor, pot fi citate tot 
cu sensul de a arăta că nici ei nu fac excepţie în contextul 
discuţiei de aici. Este obişnuit a privi aceşti doi operatori 
numai ca puncte terminus în tabelul nr. 1, sau ca limite către 
care tind expresiile consistente, numite, poate, din această 
cauză, şi expresii realizabile, sau, în sfîrşit, ca semn al legităţii 
logice sau al negaţiei ei, contradicţia, la nivelul calculului 
logic. Nu este obişnuit a ne imagina aceşti doi operatori, 
tautologia şi contradicţia, ca îndeplinind în calculul logic, 
o funcţie asemănătoare celei pe care o îndeplinesc conjuncţia, 
disjuncţia sau implicaţia şi, într-un anume sens, acest lucru 
nici nu este posibil. De aceea, pare oarecum nefiresc a pune 
problema transcrierii unuia din ei prin celălalt. E mult mai 
firesc a ne întreba cum arată o tautologie sau o contradicţie, 
exprimată în limbajul altui operator, de exemplu al disjuncţiei 
sau al conjuncţiei, dar acest lucru nu constituie o problemă 
dificilă şi nerezolvată încă. Caracterul oarecum abstract al 
tautologiei şi al contradicţiei, realizat printr-o anume indife¬ 
renţă a acestor operatori faţă de valorile de adevăr ale enun¬ 
ţurilor pe care le conectează, însuşire care se manifestă, într-o 
formă specifică, şi în cazul echivalenţei şi disjuncţiei exclu¬ 
sive, face posibil faptul de a întîlni în anexă, în şirul de formule 
corespunzătoare operatorilor din prima clasă, unele grupări, 
în raport cu negaţia, întrutotul specifice acestor patru opera¬ 
tori. Dar ceea ce ne interesează pe noi este faptul că, operatorii 
din clasa I îşi găsesc două căi de a fi transcrişi unul prin celă¬ 
lalt. Chiar dacă această chestiune a definirii unui operator 
prin altul nu prezintă Interes pentru perechea tautologie- 
contradicţie, nu acelaşi lucru se poate spune despre perechea 
echivalenţă-disjuncţie exclusivă, cel puţin pentru faptul că 
ambii şi-au găsit aplicaţii în calcule logice speciale [37]. 


158 



în contextul lucrării prezintă interes faptul că fiecare din 
operatorii subsumaţi clasei I îşi găseşte, în perspectiva unor 
formule analoage relaţiilor lui A. De Morgan, două forme 
de definire. Remarcăm, cu acest prilej, că, pentru fiecare din 
operatorii CP, definirea printr-un alt operator, în perspectiva 
relaţiilor lui A. De Morgan, înseamnă definirea unui anume 
operator prin referinţă la dualul său. 

încă în primul capitol al lucrării cînd am ordonat operatorii 
CP în trei clase distincte, am stabilit că o caracteristică funda¬ 
mentală a operatorilor înscrişi în clasa I este aceea că pentru 
ei dualul este echivalent cu negaţia. Tocmai acest lucru îl 
explică formulele (8), (11), (21) şi (24) din anexă. 

în consecinţă, dacă luăm ca exemplu formula Jpq , atunci, 
în conformitate cu însuşirea fiecărui operator din clasa I, 
dualul ei poate fi redat prin expresia NJpq. Conform formulei 
(32.4) însă, dualul aceleiaşi formule poate fi exprimat şi sub 
forma NJNpNq. Prin urmare, întrucît, definirea echivalenţei 
se va face prin referinţă la dualul său, formula Epq va avea 
posibilitatea de a fi definită, atît prin NJpq — conform for¬ 
mulei (13) din anexă — cît şi prin NJNpNq — conform for¬ 
mulei (15) din anexă. Nu rezultă aici nici o abatere de Ia 
ideea pe care o urmărim căci, în fond, formula (13) din anexă 
ţine de proprietatea operatorilor din clasa I de a avea dualul 
identic cu propria lor negaţie, iar formula (15) din anexă 
ţine de expresia (32.4) ca definiţie generală a dualităţii. Situaţia 
este aceeaşi pentru oricare din operatorii înscrişi în prima 
clasă. 

Am arătat mai sus că şi operatorii înscrişi în clasa III ar 
putea să ridice anumite îndoieli în ceea ce priveşte definiţia 
generală a dualităţii şi aplicabilitatea ei consecventă în trece¬ 
rea de la un operator la altul. Dar, făcînd apel la analiza între¬ 
prinsă în paragraful (1.3), reamintim faptul că o particulari¬ 
tate fundamentală a acestor operatori este aceea de a fi auto- 
duali. Tocmai această caracteristică a operatorilor din clasa 
III face ca definirea lor prin referinţă la dual să se realizeze 
prin reîntoarcerea la operatorul supus operaţiei de definire cu 
ajutorul principiului dualităţii. 

Evident, vorbind de definirea unui operator oarecare al 
CP nu uităm faptul că, făcînd abstracţie de operaţia de defi¬ 
nire prin referinţă la dual, există posibilitatea de a ocoli situa¬ 
ţiile particulare ce se manifestă în cazul operatorilor din clasele 
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I şi III, aşa cum ar fi, de exemplu, definirea oricărui operator 
al CP prin conjuncţie şi negaţie. Dat fiind însă scopul lucrării, 
noi sîntem interesaţi, în primul rînd, de acel tip de definiţie 
prin apel la dual. Din acest punct de vedere, situaţiile parti¬ 
culare caracteristice operatorilor din clasele I şi III se explică 
tocmai prin faptul că, în cazul lor, dualul se identifică fie cu 
negaţia operatorului supus operaţiei de dualizare, fie cu însuşi 
operatorul supus acestei operaţii. Această situaţie nu impune 
nici o modificare a concepţiei noastre despre dualitate, dar 
explică, cel puţin parţial, limitele principiale ale calculelor 
logice construite pe baza lor, evident, atunci cînd astfel de 
calcule sînt posibile. Arătăm că, depăşind graniţele claselor 
constituite de aceşti operatori, putem obţine definirea lor prin 
intermediul conjuncţiei şi negaţiei de exemplu, dar este un 
lucru dovedit că nici unul din operatorii claselor I şi III nu 
pot defini prin ei înşişi, sau cu ajutorul negaţiei, pe toţi cei¬ 
lalţi operatori ai CP. 

Explicaţia acestei limite ţine de particularitatea acestor 
operatori de a nu fi armonic conjugaţi. 

Revenind acum la ansamblul formulelor din acest paragraf 
şi la formulele din anexă, putem spune că aplicarea principiu¬ 
lui dualităţii, prin intermediul lui S£>, în analiza legăturilor 
dintre operatorii CP, confirmă distingerea acestor operatori 
în clase diferite — conform paragrafului (1.3) — şi serveşte 
noi elemente în favoarea concluziilor noastre. 

Utilizarea unor elemente ale lui S£> ne-a permis să obţinem 
unele echivalenţe care ni se par semnificative prin aceea că, 
pe baza lor, regăsim la nivelul tuturor operatorilor CP, legi 
logice analoage celor cunoscute sub numele de „legile lui A. 
De Morgan”. Vizînd mai ales o latură utilitară, aceste legi ale 
lui A. De Morgan sînt privite ca definiţii ale unui operator 
prin altul, în caz concret al conjuncţiei prin disjuncţie şi 
invers, sau ca posibilitate de a transcrie negaţia de pe o for¬ 
mulă pe variabilele ei propoziţionale. Evident, sînt presupuse 
aici numai acele formule alcătuite cu ajutorul conjuncţiei 
sau disjuncţiei. Dar, am precizat acest lucru, un prim rezultat 
al desprinderii consecinţelor lui S£> pentru operatorii binari 
ai CP, din acest punct de vedere, a fost faptul că, aşa-numitele 
legi ale lui De Morgan ţin numai în mod particular de cazul 
concret al legăturii dintre conjuncţie şi disjuncţie. De fapt, 
ceea ce apare a fi general valabil pentru expresiile pe care le 
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discutăm este ideea că ele constituie semne concrete ale prin¬ 
cipiului dualităţii şi aceasta chiar dacă ne-am limita la sensul 
lor de definiţii. Aceasta s-ar explica prin acea lege a duali¬ 
tăţii, enunţată de W. Quine după care, dacă o expresie oare¬ 
care îşi află doi duali, mai bine spus, două forme de exprimare 
a dualului, atunci cei doi duali (în înţelesul de formule diferite 
care exprimă dualul) ai aceleiaşi expresii sînt echivalenţi. 

Un aspect semnificativ care poate fi remarcat în toate aceste 
formule — în legile lui Augustus De Morgan şi în toate cele¬ 
lalte echivalenţe analoage lor, prezente în acest paragraf sau 
în anexă — ţine de principiul dualităţii şi poate fi sesizat prin 
cunoscuta regulă a semnelor asociată legilor lui De Morgan. 
Acest aspect fundamental este redat, în forma sa generală, 
de definiţia (32.4) din S£>. în fond, considerăm că numai 
definiţia (32.4) poate singură îndeplini în mod veritabil rolul 
legilor lui Augustus De Morgan. Ceea ce cunoscutele legi ale 
lui Augustus De Morgan exprimă pentru cazul particular al 
conjuncţiei şi disjuncţiei, este exprimat la nivelul tuturor 
operatorilor CP, deci la nivel general, de formula (32.4). Echi¬ 
valentele cunoscute sub numele de legile lui Augustus De 
Morgan ca şi celelalte expresii analoage lor, existente în acest 
paragraf sau în anexă, nu sînt decît aplicaţii concrete ale for¬ 
mulei (32.4) ca definiţie a dualităţii. 


3. TEOREMELE LUI S O Şl CF 

Caracterul general al lui S£>, analiza efectuată asupra 
consecinţelor sale în cadrul CP, precum şi legăturile existente 
între CP şi CF, ne permit să credem că, în ceea ce priveşte 
manifestările principiului dualităţii, prin intermediul teore¬ 
melor lui S£>, în cadrul teoriei cuantificării, nu este necesar 
să insistăm prea mult. Ne mulţumim deci de a face doar unele 
observaţii cu caracter general. 

Astfel, este bine cunoscut că, în cadrul CF, principiul duali¬ 
tăţii îşi află o manifestare directă în raportul dintre cuantifi¬ 
carea existenţială şi cea universală. Această idee se întemeia¬ 
ză pe faptul transcrierii cuantificatorului universal prin con¬ 
juncţie şi a celui existenţial prin disjuncţie. Presupunînd că 
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universul de discurs este limitat la n — obiecte — a v a,,. . . . 
a n — formulele: 

(43.1) (V x)Px = Pa 1 Pa 2 .... Pa n 

(43.2) (Jx)Px = Pa 1 -vPa 2 v.. . . v Pa n 

consemnează legăturile dintre cei doi cuantori ai CF şi cei doi 
operatori ai CP. 

Drept rezultat al acceptării, în acest punct, a formulelor 
(43.1) şi (43.2), putem deriva din ele expresiile: 

(43.3) t>(\/x)Px = Qx)Px 

(43.4) 00 *) Px = iV x ) p x 

care consemnează raportul de dualitate dintre cuantorul 
universal şi cel existenţial. Reamintim faptul că, ocupîlidu-se 
de aplicarea principiului dualităţii în teoria cuantificării, 
W. Quine preciza că extinderea acestui principiu de la logica 
propoziţiilor la teoria cuantificării este realizată, în primul 
rînd, prin tratarea cuantificării universale şi a celei existenţiale 
drept duale, una în raport cu cealaltă, după cum acest fapt 
este sugerat de strînsa legătură a acestor cuantori cu operatorii 
conjuncţie şi disjuncţie. Cu acelaşi prilej, el făcea precizarea 
că, cea de a treia, a patra şi a cincea lege a dualităţii enun¬ 
ţate de el*, pot fi restabilite pentru domeniul mai larg al CF 
[44 p. 107].| 

O primă consecinţă a definirii cuantorului universal şi a 
celui existenţial drept duali şi a acceptării definirii lor prin 
conjuncţie şi respectiv disjuncţie este faptul că, bine cunoscutele 
„echivalenţe ale cuantorilor” pot fi tratate drept manifestări 
concrete ale principiului dualităţii, în aceeaşi manieră în care 
erau înţelese astfel şi legile lui Augustus De Morgan. De fapt, 
este cunoscut că, acceptînd descrierea universalului prin con¬ 
juncţie şi a existenţialului prin disjuncţie, echivalenţele cuan¬ 
torilor apar ca o extindere a legilor lui Augustus De Morgan, 
în acest sens, ne putem permite a conchide că definiţia repre¬ 
zentată de formula (32.4) acoperă problemele dualităţii şi 
pentru teoria cuantificării, dar evident, prin înţelesul ei şi 
nu prin forma concretă în care ea apare în paragraful (3.2). 

* Expunînd în linii generale înţeleşii Jpe care W. Quine îl dă principiu¬ 
lui dualităţii, noi am citat aceste legi încă în paragraful (1.2). 
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în momentul în care a fost alcătuită ca definiţie a opera¬ 
torului £>, formula (32.4) a fost astfel construită încît ea să 
poată fi utilizată ca definiţie a dualităţii la nivelul CP şi al 
logicii propoziţiilor căreia îi este asociat acest calcul. Cu toate 
asemănările dintre logica propoziţiilor şi logica predicatelor, 
cu tot aspectul de continuitate pe care logica standard îl 
presupune în trecerea de la primul la acest al doilea nivel al 
ei, fiecare din cele două domenii de investigaţie ale logicii 
standard se caracterizează prin trăsături particulare, se defi¬ 
nesc ca distincte unul în raport cu celălalt. De aici urmează 
că definiţia dualităţii, adaptată iniţial cerinţelor CP, va tre¬ 
bui să primească o exprimare adecvată cerinţelor CF. Preci¬ 
zăm faptul că nu avem de a face cu o schimbare a concepţiei 
despre principiul dualităţii, ci doar cu o traducere dintr-o 
limbă în alta a definiţiei dualităţii. 

Dar pentru a reda într-un mod corect definiţia dualităţii 
în limbajul CF ni se pare semnificativ să ne oprim mai întîi, 
cu unele precizări, asupra limbajului CF. în primul rînd, vom 
distinge două tipuri de expresii în cadrul CF: formule închise 
si formule deschise. Formulele închise sînt de tipul ( \/x)Px , 
(\/x)By)Pxy, (3 x)(\/y)KPxy Qy) etc., adică formule în care 
cuantorul universal sau existenţial prind toate variabilele 
obiect x, y, z . .. care apar după literele predicat P, Q, B. . . . 
Prin opoziţie, formulele deschise sînt de forma Px, Qxy, 
(Jx)KPxy Qy etc., adică astfel de expresii care conţin cel puţin 
o variabilă obiect liberă. în al doilea rînd, distingem între for¬ 
mule de minimă complexitate şi formule complexe. Formulele 
de minimă complexitate, închise sau deschise, sînt alcătuite 
dintr-o singură literă predicat, iar cele complexe, la rîndul lor, 
deschise sau închise, sînt alcătuite din cel puţin două litere 
predicat conectate de unul din operatorii binari ai CP. Preci¬ 
zăm că, pentru moment, din punctul nostru de vedere, numărul 
variabilelor-obiect care urmează după o literă predicat poate 
fi oricît de mare, dar finit. In consecinţă, pentru moment, nu 
distingem între logica predicatelor monadice şi logica predica¬ 
telor 71 —adice. 

Revenind la definiţia dualităţii, vom considera la început 
formulele de minimă complexitate. Precizăm că formulele 
deschise de minimă complexitate sînt, din punctul de vedere 
al principiului dualităţii, analoage cazului unei singure varia¬ 
bile propoziţionale neafectată de nici un operator al CP. 
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Prin urmare, o astfel de expresie este propriul său dual. Astfel, 
dacă o asemenea expresie este redată prin Px n , formula 

(43.5) [ > Px n = Px n 

obţinută prin substituţia în formula (23.20), poate fi socotită 
ca o definiţie a dualului pentru cazul considerat. 

La fel, dacă o astfel de formulă este alcătuită dintr-o singură 
literă predicat afectată de negaţie, formula: 

(43.6) t>NPx„ = NPx„ 

obţinută, la rîndul ei, prin substituţie, în formula (23.19), 
exprimă definiţia dualului pentru această situaţie. 

Trecînd acum la formulele închise de minimă complexitate, 
convenim ca simbolul ,,fc” aşezat în faţa unei litere predicat 
să fie interpretat ca o variabilă al cărei domeniu este alcă¬ 
tuit din două elemente : cuantorul universal, (V*) şi cuantorul 
existenţial, (3*)* Dacă pornim de la definiţia generală a duali¬ 
tăţii şi de la formulele (43.1), (43.2), (43.3) şi (43.4), putem 
considera că expresia: 

(43.7) p >kPx n — NkNPx n 

redă definiţia dualităţii pentru tipul de formule închise de 
minimă complexitate. Definiţia (43.7) se aplică în aceeaşi 
măsură şi formulelor deschise de minimă complexitate de tipul 

(V*)P*y. 

O consecinţă imediată a acceptării formulei (43.7) drept de¬ 
finiţie a operatorului £> la nivelul formulelor analizate rezultă 
prin simpla înlocuire a variabilei „fc”, în mod succesiv, cu 
cuantorul universal şi cu cel existenţial. Această consecinţă 
este redată de expresiile: 

(43.8) [>(V*)JX = N(\Jx)NPx n 

(43.9) >(3*)P*„= N(3x)NPx n 

din care, operînd un schimb reciproc de echivalenţe în baza 
formulelor (43.1) şi (43.2), obţinem: 

(43.10) (3*)P*„ = N(Vx)NPx n 

(43.11) (V*)P*„ = NQx)NPx n 
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Evident, pentru cazul în care variabila „fc” ar fi fost afec¬ 
tată de negaţie, folosind şi legea dublei negaţii sau (R # ) din 
S£>, am fi putut deriva, într-un mod perfect analog şi expresii¬ 
le : 

(43.12) N(3x)Px n = (\fx)NPx n 

(43.13) N(\/x)Px n = (3 x)NPx h 

care, alături de formulele (43.10) şi (43.11) exprimă toate posi¬ 
bilităţile de a trece de la un cuantor la celălalt şi care, de fapt, 
sînt cunoscute sub numele de „echivalenţele cuantorilor”. 
în acest fel, noi considerăm că principiul dualităţii îşi mani¬ 
festă prezenţa la nivelul formulelor de complexitate minimă 
ale CF intr-un mod asemănător felului în care am constatat 
prezenţa sa la nivelul CP. 

în consecinţă, putem afirma că „echivalenţele cuantorilor”' 
apar, analog legilor lui Augustus De Morgan, la nivelul CP, 
drept consecinţe concrete ale principiului dualităţii. Legătura 
dintre „echivalenţele cuantorilor” şi principiul dualităţii 
poate fi confirmată prin intermediul definiţiei (43.7), iar legă¬ 
tura lor cu legile lui Augustus De Morgan poate fi atestată 
nu numai prin transcrierea cnnatorului universal prin con¬ 
juncţie şi a celui existenţial prin disjuncţie, dar şi prin aşa- 
numita „regulă a semnelor” prezentă şi aici ca şi în cazul legi¬ 
lor lui Augustus De Morgan. Şi intr-un caz şi în altul, noi 
vedem în „regula semnelor” un semn al principiului dualităţii 
pe care îl considerăm ca un veritabil termen mediu în legătura 
dintre legile lui Augustus De Morgan şi „echivalenţele cuanto¬ 
rilor”. 

Facem o singură observaţie, principiul dualităţii îşi află 
la nivelul CF — pentru moment ne restrîngem la domeniul 
formulelor analizate — aceleaşi implicaţii ca şi la nivelul CP, 
remarcăm ideea că şi de această dată vom putea constata 
existenţa unor formule armonic conjugate. Astfel, dacă luăm 
ca punct de plecare formula (\/x)Px n , dualul ei va fi formula 
(3 x)Px n , iar între cele două formule vom putea constata infe¬ 
renţe analoage raportului de subalternare. Negaţia formulei 
( \fx)Px n va fi formula (3 x )NPx n şi între ele vom constata 
un raport de contradicţie. în sfîrşit, formula luată ca punct de 
plecare îşi va afla dualul negaţiei sale sau negaţia dualului 
său în formula (\/x)NPx n cu care se va afla într-un raport 
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analog raportului de contrarietate. Inferenţele posibile între 
aceste patru formule armonic conjugate pot fi redate prin 
schema : 



Figura 9 (43.1) 


Pătratul logic alcătuit de formulele armonic conjugate 
obţinute de noi în baza definiţiei (43.7) şi cu ajutorul expresiilor 
(43.3). (43.4), (43.12) şi (43.13), reprezentat de figura (43.1) 
prezintă o anumită importanţă, cel puţin dacă ne gîndim la 
opiniile exprimate în. legătură cu posibilitatea ca el să redea 
pentru cerinţele CF raporturile dintre judecăţile de predicaţie. 
Fără a intra în amănunte legate de aceste discuţii, considerăm 
că pătratul logic din figura (43.1) vizează raporturi exclusiv 
între formule armonic conjugate ale CF şi nu este o traducere 
a pătratului logic al judecăţilor de predicaţie şi acest lucru, 
poate fi susţinut chiar şi pe baza principiului dualităţii. Astfel, 
o primă diferenţă fundamentală între judecăţile de predicaţie 
şi formulele care alcătuiesc pătratul logic de mai sus, este 
aceea că judecata de predicaţie, ca o anumită judecată de pre¬ 
dicaţie după criteriul cantităţii şi calităţii, îşi află dualul 
într-o altă judecată de predicaţie, dar, totodată, ea este alcă¬ 
tuită din termeni pentru care raportul de dualitate este in¬ 
tern, adică există între elementele structurale ale acestor ter¬ 
meni. In schimb, dacă ne oprim asupra formulelor de mai sus, 
deşi prima caracteristică se realizează şi la nivelul lor în sensul 
că fiind dată una din aceste formule ea îşi află dualul într-o 
altă formulă, totuşi, despre cel de al doilea mod de manifes¬ 
tare a principiului dualităţii la nivelul acestor expresii nici 
uu poate fi vorba şi aceasta rezultă chiar dacă ne limităm la 
faptul că existenţa ac.;stor formule la nivelul CF impune o 
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interpretare a lor cu precădere extensivistă. E adevărat, fie¬ 
care formulă cuprinsă în pătratul logic din figura (43.1) îşi 
află dualul ei într-o altă formulă cuprinsă în aceeaşi diagramă, 
la fel cum o anumită judecată de predicaţie îşi află dualul 
într-o altă judecată de predicaţie, dar aceasta este un efect 
al proprietăţii acestor formule, pe de o parte, şi al judecă¬ 
ţilor de predicaţie, pe de altă parte, de a fi armonic conjugate. 
Dacă ne limităm la această proprietate, atunci, fără îndoială, 
pătratul logic din figura (43.1) este asemănător, dar nu mai 
mult, cu pătratul logic al judecăţilor de predicaţie şi cu ori¬ 
care alt pătrat logic al unor expresii armonic conjugate, aşa 
cum ar fi cele din figurile (14.1), (14.2) şi (16.1). Dar, dacă 
luăm în consideraţie natura elementelor între care se stabilesc 
raporturile înscrise în pătratele logice menţionate, atunci 
sîntem nevoiţi a respinge posibilitatea identificării dintre 
aceste scheme logice diferite. Numai cu titlul de exemplu dorim 
să amintim o problemă care face din pătratul logic din figura 
(43.1) o schemă specifică CjF. Astfel, dacă ar fi nevoie să punem 
în evidenţă, prin intermediul unor implicaţii, raporturile de 
subalternare din cadrul acestui ultim exemplu de pătrat logic, 
necesitatea unor supoziţii suplimentare referitoare la elemen¬ 
tele raportului, ar putea fi, într-un fel, ocolită numai prin apel 
la deducţia naturală. 

Ne reîntoarcem acum la definiţia dualităţii pentru a aborda, 
pe baza ei, formulele deschise complexe. Vom opera mai întîi 
o nouă distincţie. Astfel, dacă luăm în consideraţie formule 
deschise complexe în alcătuirea cărora nu apare nici un cuantor, 
ele pot fi tratate, din punctul de vedere al principiului duali¬ 
tăţii, ca şi cum ar fi obţinute prin substituţie în formule ale 
CP. De exemplu, formula ,, CPx n Qy m ” poate fi tratată în acelaşi 
fel ca formula ,, Cpq ”, deci prin aplicarea definiţiei (32.4) din S£>. 
Menţionăm că, pentru a ocoli reîntoarcerea, în fiecare caz în 
parte, la o formulă a CP este suficient ca elementul ,,pn” 
din alcătuirea formulei (32.4) să fie schimbat cu „Pn,” care 
ar desemna mulţimea literelor predicat conectate de opera¬ 
torul (operatorii) desemnaţi de ,,3>”. Dată fiind o astfel de 
situaţie, nu socotim necesar să mai insistăm asupra acestui 
tip de formule complexe. Posibilitatea de a extinde şi asupra 
lor toate concluziile noastre anterioare referitoare la princi¬ 
piul dualităţii este evidentă. 
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în cazul în care, o formulă deschisă complexă conţine şi 
unul sau mai mulţi cuantori, ea presupune o tratare oarecum 
deosebită. Astfel, în aplicarea operaţiei de dualizare unei 
asemenea formule trebuie să ţinem seamă pe de o parte de 
existenţa cuantorilor şi, pe de altă parte, de existenţa opera¬ 
torilor binari care apar în această formulă. în această situaţie, 
partea din expresia considerată, care este acoperită de cuantor, 
este tratată mai întîi conform definiţiei (43.7), iar pe de altă 
parte, operatorii acestei expresii, cei care ies dincolo de refe¬ 
rinţa cuantorilor sau nu sînt trataţi conform definiţiei (32.4). 
Dualul formulei date a fost obţinut numai după aplicarea 
ambelor definiţii, iar pentru aplicarea mai întîi a definiţiei 

(43.7) , prima parte a formulei, cea acoperită de cuantor, va fi 
tratată ca şi cum ar fi o singură literă predicat. De exemplu, 
fiind dată formula „K(\/x)CPx n Qx m Pyj ,, , aplicarea definiţiei 

(43.7) va avea ca rezultat formula „K(Jx)CPx n Qx m Pyj'\ iar 
completarea operaţiei de dualizare, aplicînd şi definiţia (32.4) 
ne va duce la expresia „A(^x)MPx n Qx m Pyj” care poate fi 
definită drept dualul primei expresii. Altfel spus, pentru a 
obţine dualul unei astfel de expresii, mai întîi pentru partea 
expresiei acoperită de cuantor, se înlocuieşte cuaiitorul uni¬ 
versal cu cel existenţial şi invers, în baza definiţiei (43.7), 
iar operatorul (operatorii) CP care se află în expresie se înlo¬ 
cuiesc prin dualul său (dualii lor), conform formulelor cores¬ 
punzătoare din paragraful (4.2) sau din anexă. Pentru a simpli¬ 
fica operaţia de dualizare a unei astfel de formule, putem 
proceda direct pe baza formulelor (43.3) şi (43.4) în ceea ce 
priveşte cuantorii existenţi în expresia dată şi pe baza formu¬ 
lelor corespunzătoare din paragraful (4.2) şi din anexă, în 
ceea ce priveşte operatorii CP care apar în alcătuirea expresiei 
date. Operaţia de dualizare se reduce în acest caz la simpla 
schimbare reciprocă a elementelor duale. Pe baza discuţiei 
de mai sus, concluziile noastre anterioare privind principiul 
dualităţii pot fi extinse şi asupra formulelor deschise complexe 
care conţin unul sau mai mulţi cuantori. 

A mai rămas de analizat un singur tip de expresii ale CF 
şi anume, expresiile închise complexe. Pornind de la cazurile 
anterior analizate, considerăm că aceste ultime formule nu 
necesită o discuţie specială din punctul de vedere al aplicării 
asupra lor a operaţiei de dualizare. într-adevăr, ţinind seama 
şi de această dată că o astfel de formulă cuprinde atît unul 
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sau mai mulţi cuantori cît şi unul sau mai mulţi operatori ai 
CP, este suficient să arătăm că, pentru obţinerea dualului 
unei asemenea expresii, ca şi în cazul anterior, avem doi paşi. 
Pe de o parte, se aplică definiţia (43.7) asupra cuantorilor şi, 
pe de altă parte, se aplică definiţia (32.4), asupra operatorilor 
CP care intervin în această expresie. într-o formă mai simplă, 
dualul unei asemenea expresii poate fi obţinut numai prin 
schimbarea reciprocă a elementelor duale, posibilă de realizat 
în virtutea aceloraşi formule invocate în cazul anterior cu ace¬ 
laşi scop. Concluzia la care ajungem şi de această dată nu face 
excepţie de la cazurile anterioare. în acest fel, putem susţine 
eă definiţia dualităţii acceptată iniţial acoperă în mod consec¬ 
vent întregul domeniu al logicii standard. Acelaşi lucru poate 
fi asertat şi despre teoremele lui S[> ca şi despre toate cele¬ 
lalte proprietăţi ale relaţiei de dualitate. Este neîndoielnic 
că şi la nivelul CF poate fi constatată prezenţa principiului 
dualităţii, atît în forma sa generală, cît şi sub aspectul mai 
concret al unor teoreme ale dualităţii specifice CF, aşa după 
cum expresiile din paragraful (4.2) şi din anexă sînt specifice 
CP. Nu considerăm însă că este necesar să procedăm la o des¬ 
făşurare amănunţită a acestor teoreme. 

în schimb, înainte de a încheia, dorim să revenim, în per¬ 
spectiva CF, la proprietatea unor expresii ale logicii standard 
de a fi armonic conjugate şi aceasta într-un context particu¬ 
lar. Astfel, uneori se consideră eă formulele armonic conjugate 
care formează pătratul logic din figura (43.1) nu reprezintă 
o transcriere adecvată a judecăţilor de predicaţie şi că ele ar 
trebui înlocuite cu următoarele expresii: 

(43.14) (V*) CPxQx — pentru judecata A 

(43.15) (V*) CPxNQx — pentru judecata E 

(43.16) (3*) KPxQx — pcutru judecata I 

(43.17) 0*) KPxNQx — pentru judecata 0 

Evident, nu puţini autori resping ideea că cele patru for¬ 
mule de mai sus ar fi o traducere absolut corectă a judecăţilor 
de predicaţie. Nici de această dată nu dorim să intrăm în amă¬ 
nunte privind discuţiile în legătură cu această problemă, ci 
intenţionăm doar să prezentăm o observaţie pe care ne-o 
favorizează principiul dualităţii. Astfel, este ştiut faptul că 
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cele patru judecăţi de predicaţie pot fi definite ca patru 
elemente logice armonic conjugate. Pentru ca formulele de 
mai sus să corespundă măcar în linii foarte generale, din punct 
de vedere al raporturilor dintre ele, judecăţilor de predicaţie, 
ar trebui să fie la rîndul lor patru expresii armonie conju¬ 
gatei Luînd ca punct de plecare formula (43.14), eă îşi află 
negaţia în formula (43.17). La fel, formula (43.15) îşi află 
negaţia în formula (43.16). Evident, o singură problemă a 
mai rămas de rezolvat şi anume, dacă formula (43.14) îşi 
află; sau nu dualul în formula (43.16) sau, în mod echivalent, 
dacă formula (43.15) îşi află sau nu dualul în formula (43.17). 
Un răspuns afirmativ la oricare din aceste chestiuni ar rezolva 
problema pusă iniţial în mod pozitiv. 

Pe baza analizei efectuate pe parcursul acestui paragraf 
rezultă că dualul formulei (43.14) este expresia: 

(43.18) ( 3x)MPxQx 

care diferă de formula (43.16). La fel, dualul formulei (43.15) 
este expresia 

(43.19) (3x)MPxNQx 

care nu este echivalentă cu formula (43.17). Nu discutăm aici 
în ce măsură cele patru formule considerate iniţial pot alcătui 
sau nu un pătrat logic consistent — ne îndoim de această posibi¬ 
litate — dar ţinem să subliniem că ele diferă substanţial faţă 
de judecăţile de predicaţie prin aceea că, spre deosebire de 
acestea din urmă, formulele (43.14), (43.15), (43.16) şi (43.17) 
nu se dovedesc a fi patru elemente logice armonic conjugate. 
Am revenit acum în final, în contextul acestei discuţii, asupra 
proprietăţii unor expresii ale logicii standard de a fi armonic 
conjugate doar în intenţia de a mai oferi încă un exemplu 
privind utilitatea studiului principiului dualităţii şi a pro¬ 
prietăţilor sale. 

Fără a avea pretenţia de a fi epuizat prezentarea implica¬ 
ţiilor principiului dualităţii la nivelul CF şi evident, nici la 
nivelul logicii formale în genere, noi credem că din cele pînă 
acum discutate, principiul dualităţii se dovedeşte un argument 
suplimentar în favoarea unităţii logicii. 
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V 


CONSIDERAŢII FINALE 


înainte de a încheia încercarea noastră de a prezenta mani¬ 
festările principiului dualităţii în logica formală, dorim să 
revenim, sub forma unor observaţii generale, pe cît posibil 
înlr-o manieră concisă, asupra unor idei care au făcut obiectul 
diverselor paragrafe ale acestei lucrări. 

Mai: întîi, ne vom opri atenţia asupra definiţiei dualităţii. 
Am arătat chiar de la început că, prin termenul „dualitate” 
noi înţelegem o relaţie de corespondenţă între două grupuri 
de elemente. Această relaţie de corespondenţă este de un tip 
special, întrucît ea presupune, printr-o operaţie de inver¬ 
sare, o simetrie absolută între elementele care constituie aceste 
grupuri. Această corespondenţă simetrică vizează, în cazul 
logicii standard, constantele 1 şi 0. Intr-o formă specifică, 
o astfel de simetrie se manifestă şi la nivelul formelor logice 
studiate de logica tradiţională. 

Pornind tocmai de la o serie de concepte familiare logicii 
tradiţionale, e necesar să facem unele precizări. Astfel, logica 
clasică recunoaşte existenţa a patru feluri de raporturi între 
enunţuri: contrarietatea, contradicţia subcontrarietatea şi 
subalternarea. Dintre aceste patru raporturi, primele trei sînt 
aşa-numite raporturi de opoziţie. O problemă care se cere 
lămurită este dacă dualitatea, concepută ca un raport între 
două enunţuri, fie ele simple propoziţii sau expresii mai com¬ 
plexe, se confundă cu vreunul din aceste raporturi sau nu. 
Noi considerăm că ridicarea unei asemenea chestiuni nu este 
deloc lipsită de sens şi cînd afirmăm acest lucru avem în vede¬ 
re faptul că unii autori, A. C. Leisenring ar fi un exemplu, 
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susţin că dualitatea dintre conjuncţie şi disjuncţie este o 
contrarietate [30 p. 15—16]. La fel, dacă am fi acceptat 
definiţia pe care I. Copi o dă dualităţii, s-ar fi putut susţine 
chiar mai mult şi anume, relaţia de dualitate ar fi fost conside¬ 
rată drept raportul de contradicţie. 

Discuţia noastră referitoare la pătratul logic al dualităţii, 
precum şi exemplele oferite anterior, ne conduc la concluzia 
că relaţia de dualitate diferă de raporturile clasice de opoziţie. 
Definiţia dualităţii acceptată de noi respinge din principiu 
o identificare între dualitate şi raportul de contradicţie, iar 
dacă ar fi vorba totuşi de o încercare de a apropia relaţia de 
dualitate de unul din raporturile specifice pătratului logic 
clasic, atunci cel mult s-ar putea vorbi de o corelaţie între 
dualitate şi subalternare, dar subalternarea nu pare a fi posi¬ 
bil să fie gîndită în mod propriu ca un raport de opoziţie. In 
orice caz, subalternarea este net diferită de raportul de con¬ 
trarietate. 

Rămînînd în continuare la nivelul unei comparaţii între 
dualitate şi conceptele logicii tradiţionale, putem afirma că 
dualitatea, concepută de această dată ca o operaţie logică, 
diferă şi faţă de inferenţele imediate dintre judecăţile de pre- 
dicaţie. Logica tradiţională a descoperit şi a analizat, în afara 
raporturilor înscrise în pătratul logic al judecăţilor de predi- 
caţie, patru tipuri de inferenţe imediate la nivelul judecăţii 
de predicaţie. Pornind de la ideea că operaţia de dualizare este 
realizabilă prin intermediul negaţiei, de la început este exclusă 
o apropiere între dualizare şi conversiune. Rămîne în discuţie 
o eventuală apropiere între dualizare şi una din aceste inferen¬ 
ţe imediate între judecăţi de predicaţie care utilizează, la-rîn- 
dul lor, negaţia: contrapoziţia, obversa conversei şi inversiu¬ 
nea. 

Dacă avem în vedere modul concret în care negaţia este 
implicată în cadrul realizării acestor inferenţe imediate şi 
felul în care negaţia a fost utilizată în aplicarea operaţiei de 
dualizare judecăţilor de predicaţie — paragraful (4.1) — re¬ 
zultă că operaţia de dualizare este diferită şi faţă de aceste 
inferenţe. Chiar dacă facem o apropiere între aşa-numita 
inversiune pe care o presupune dualitatea ca operaţie şi con¬ 
versiunea judecăţilor de predicaţie, implicată alături de nega¬ 
ţie în realizarea celorlalte inferenţe imediate la nivelul judecăţii 
de predicaţie, nu putem ocoli faptul că ceea ce numim „in- 
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versiune” în cadrul operaţiei de dualizarc se poate traduce prin 
intermediul negaţiei, dar conversiunea rămîne o operaţie de 
„inversare” a funcţiei logice a noţiunilor care joacă rol de ter¬ 
meni ai judecăţii de predicaţie şi această „inversare” nu este 
realizabilă prin intermediul negaţiei. Mai departe, revenind 
la contrapoziţie, obversa-conversei şi la inversiunea judecăţi- 
[ or de predicaţie, îndeplinirea acestor inferenţe presupune inter¬ 
venţia neg a ţ* e * P e termenii judecăţii şi pe legătura dintre 
aceşti term en *- în mod diferit, aplicarea operaţiei de duali- 
zare în cazul judecăţilor de predicaţie presupune intervenţia 
negaţiei asupra cuantorului şi asupra copulei judecăţii de pre¬ 
dicaţie. De aici, făcînd apel la modalitatea concretă de obţinere 
a dualului unei judecăţi de predicaţie în raport cu felul în care 
se realizează fiecare din inferenţele imediate cu judecăţi de 
predicaţie, citate mai sus, se poate conchide că dualitatea 
este deosebită, concepută ca operaţie, de aceste inferenţe. 
Cel mult, comparînd dualizarea şi o dată cu ea inferenţele 
imediate, pe de o parte, cu negaţia, pe de altă parte, s-ar 
putea spune că ele, în ansamblul lor, epuizează toate posibili¬ 
tăţile de abordare a unei judecăţi de predicaţie prin intermediul 
negaţiei. 

A reieşit că dualitatea, concepută ca relaţie sau ca operaţie, 
diferă atît faţă de raporturile de opoziţie dintre judecăţile 
de predicaţie, cit şi faţă de celelalte inferenţe imediate cu ast¬ 
fel de judecăţi şi aceasta prin modul specific de alcătuire a 
dualului unui enunţ. Revenind acum la nivelul logicii standard 
şi ţinînd seama de felul în care negaţia este implicată în defi¬ 
nirea dualului unei expresii oarecare, precizăm faptul că 
abordarea unei formule prin intermediul negaţiei poate fi 
realizată în mod diferit. Astfel, fiind dată, să spunem, conjunc¬ 
ţia „Kpq”, formulele „ NKpq ”, „ KNpNq ” şi „ NKNpNq ” 
epuizează posibilităţile de intervenţie a negaţiei asupra for¬ 
mulei iniţiale.* Renunţînd la definiţia pe care I. Copi a^dat-o 
dualului, în conformitate cu care dualul formulei,, Kpq ” ar fi fost 
formula „NKpq”. noi am acceptat o astfel de definiţie a dua¬ 
lităţii, după care dualul lui „Kpq” este formula ,,NKNpNq • 

Respingînd definiţia lui I. Copi am avut în vedere faptul 
că identificarea dintre negaţie şi dual face cel puţin inutilă 

* Evident, mai există şi posibilităţile „ KpNq ” şi ,, KNpq ”, care însă nu 
prezintă interesj^din punctul nostru de vedere. 
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noţiunea de dual şi în plus, impune o serie de complicaţii 
suplimentare în analiza statutului logic al celorlalte două for¬ 
mule. Mai mult, raportul dintre dual şi formula iniţială presu¬ 
pune, în concepţia noastră, o simetrie completă între elementele 
constitutive ale formulelor considerate. Luînd ca punct de 
plecare formula „Kpq” putem constata o astfel de simetrie 
completă numai comparînd această formulă cu ultima expresie 
din şirul de mai sus, ,, NKNpNq ”. Acceptînd o anumită defi¬ 
niţie a dualităţii, în primul rînd pentru că o considerăm drept 
singura definiţie capabilă să ne ofere o noţiune de dualitate 
distinctă faţă de alte concepte ale logicii moderne, am fost 
obligaţi să ne oprim şi asupra formulelor de tipul ,, NKpq ” 
şi „ KNpNq ”, să încercăm o analiză a statutului lor logic şi 
a legăturilor dintre aceste formule şi expresia iniţială, pe de 
o parte, precum şi a legăturilor dintre aceste formule şi dualul 
formulei iniţiale, pe de altă parte. Reamintim faptul că, 
după ce identifică dualul unei anumite expresii eu negaţia 
ei, I. Copi nu vorbeşte nimic despre formule de tipul ,, KNpNq” 
şi „NKNpNq”. 

Atunci cînd am analizat definiţia pe care I. Copi o dă duali¬ 
tăţii, am precizat că o astfel de înţelegere a conceptului de 
dualitate, deci a principiului dualităţii, constituie o excepţie, 
cel puţin în raport cu autorii pe care noi i-am consultat. 
Revenind asupra acestei chestiuni, dorim să cităm opinia 
lui W. H. Gottschalk, care afirmă ca un lucru bine cunoscut 
că principiul dualităţii apare atît în sistemele logice qît şi în 
cele matematice. Dezvoltînd această idee, W. H. Gottschalk 
distinge între negaţia unui enunţ, contradualul şi dualul ace¬ 
luiaşi enunţ. In conformitate cu ideile cuprinse în studiul 
la care ne referim, există posibilitatea unor ambiguităţi în 
înţelegerea modului în care negaţia trebuie aplicată pentru 
a obţine dintr-o formulă oarecare ,,0” negaţia ei, notată 
contradualul ei, ,,O c ” şi dualul acestei formule, „O 0 ”. Moda¬ 
litatea indicată de W. H. Gottschalk pentru a distinge, 
prin intermediul aplicării negaţiei în obţinerea lor, între aceste 
formule, este echivalentă cu aceea folosită de noi pentru ob¬ 
ţinerea dintr-o expresie oarecare a negaţiei, a predualului 
şi a dualului ei. Singura deosebire este aceea că în locul noţiu¬ 
nii de contradual, am folosit noţiunea de predual şi aceasta 
pentru că am utilizat noţiunea de predual în special pentru 
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clarificarea procedeului dc definire matricială a operatoru¬ 
lui [>. 

Totodată, tratînd cele patru formule ca distincte, am ară¬ 
tat că ele pot constitui, în anumite condiţii, un grup de expresii 
armonic conjugate. Atît prin intermediul proprietăţii unor 
astfel de expresii de a fi armonic conjugate, proprietate care 
ar putea fi exprimată şi prin numele „legea conjugării armoni¬ 
ce”, cît şi prin intermediul unor teoreme din S£> noi am păs¬ 
trat în continuare noţiunea de predual sub forma de negaţie 
a dualului sau de dual al negaţiei formulei iniţiale. Aceasta 
ne-a permis o tratare completă a raporturilor dintre cele patru 
tipuri de expresii considerate mai sus. 

în ceea ce priveşte însă proprietatea sau legea conjugării 
armonice, avem datoria unei precizări. Astfel, W. H. Gottschalk, 
după ce indică procedeele de obţinere din expresia „O” 
a formulelor „3> A ”, „O c ” şi arată că raporturile din¬ 

tre ele sînt guvernate de legea cuaternalităţii (tbe law of qua- 
ternality), care ca metateoremă se exprimă după cum urmează : 

(5.1) 3»^ = 3> cc = = 3> 

3>a> = (ţ> DC = 3> A 

^djv _ ( p/vn _ ( pc 

(b A 'c = <|) CJV = 3> D 

(5.2) |— 3> w <-»~3>, |_3> c <-s.~3> D , |— 3> D <->~3> C * 

Luînd în consideraţie teoremele lui S£>, putem susţine că 
atît formulele din grupul (5.1), cît şi cele din grupul (5.2), 
dispun de o întemeiere formală în cadrul lui S[>. Prin urmare, 
legea cuaternalităţii enunţată de W. H. Gottschalk nu se 
opune analizei noastre a principiului dualităţii ci, dimpotrivă, 
este implicată în această analiză. 

Cu toate acestea, nu se poate vorbi de o identitate între 
legea cuaternalităţii şi legea conjugării armonice. Ele sînt 
asemănătoare, dar totodată ele diferă principial. Punctul 
lor comun constă în aceea că ambele vizează un grup de patru 
expresii dintre care, una fiind luată ca expresie de bază, celelalte 
trei pot fi definite ca negaţie, contradual sau pre-dual (dualul 
negaţiei sau negaţia dualului) şi dual în raport cu prima ex- 

* în grupul de formule (5.2) semnul „ — ” desemnează operatorul nega¬ 
ţie, iar semnul operatorul echivalenţă. 
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presie. Dar, dacă legea cuaternalităţii se limitează la acest 
fapt fiindu-i indiferent dacă cele patru expresii sînt principial 
distincte sau nu, legea conjugării armonice impune ca o con¬ 
diţie necesară faptul că cele patru expresii pe care ea le guver¬ 
nează, sub aspectul raporturilor dintre ele, să fie distincte, 
în sensul precizat în paragrafele (1.5) şi (1.6). 

Pentru a indica şi mai clar deosebirea dintre cele două legi, 
remarcăm faptul că, aşa după cum susţine W. H. Gottschalk, 
dacă patru expresii au fost astfel obţinute una din alta încît 
ele să fie conforme legii cuaternalităţii, atunci ele pot fi or¬ 
donate într-o diagramă care descrie grupul cuaternalităţii 
într-o manieră geometrică, adică printr-un pătrat [20 p. 194]. 
Noi ţinem însă să menţionăm că, dacă cele patru expresii 
corespund numai legii cuaternalităţii, pătratul lor logic nu 
va putea consemna, în mod cert, între aceste expresii, aceleaşi 
raporturi pe care le prezintă pătratul logic clasic. Legea cua¬ 
ternalităţii se situează la un nivel foarte general şi principala 
ei finalitate este de a elimina ambiguităţile care pot interveni 
în construcţia negaţiei, a contradualului (predualului) şi a 
dualului unei expresii date, dar din punctul ei de vedere, într- 
un anume sens, natura raporturilor care se stabilesc între 
aceste patru expresii este indiferentă. Astfel, dacă facem apel 
la exemplele oferite de noi anterior prin figurile (14.1), (14.3), 
(16.1), la care adăugăm pătratul logic clasic al judecăţilor de 
predicaţie, legea cuaternalităţii nu ne oferă nici un criteriu 
pentru a distinge între ele aceste scheme logice. Oricare din 
aceste pătrate logice şi oricare altele care sînt posibile de con¬ 
struit în baza legii cuaternalităţii apar doar drept exemple, 
drept aspecte particulare ale legii cuaternalităţii. Acest fapt 
se explică, prin aceea că legea cuaternalităţii, fără îndoială 
esenţial legată de principiul dualităţii, nu este specifică 
manifestărilor logice ale principiului dualităţii, ci vizează 
acest principiu ca o lege comună tuturor ştiinţelor formale şi 
în primul rînd matematicii şi logicii, la un loc. în acest sens, 
este explicabil ca ea să nu vizeze natura intimă a raporturilor 
dintre cele patru expresii ci numai existenţa lor şi posibilită¬ 
ţile de a fi obţinute pe calea unor operaţii formale. Cînd vor¬ 
bim despre „natura intimă” a acestor raporturi ne gîndim 
la faptul că P. R. Halmos susţinea deschis că matematicile 
nu se interesează de problemele fundamentale care îi preocupă 
pe logicieni [22 p. 9], adică, în chestiunea pe care o discutăm 
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aici, pentru matematici este indiferent că aceste raporturi 
se realizează ca inferenţe de la valoarea de adevăr a unei ex¬ 
presii la valoarea de adevăr a unei alte expresii. Noi nu vedem 
în aceasta o limitare de ordin negativ a matematicilor, ci un 
punct care explică de ce matematicile şi logica, cu toate rela¬ 
ţiile extrem de strînse dintre ele, sînt totuşi două ştiinţe dife¬ 
rite, cu două domenii deosebite de investigare. La fel, această 
situaţie nu ne duce la concluzia de a respinge legea cuaternali- 
tăţii ci, dimpotrivă, la f a susţine caracterul ei general în raport 
cu natura principiului dualităţii. 

Pe de altă parte, în abordarea implicaţiilor logice ale princi- 
piului|dualităţii, legea cuaternalităţii explică numai existenţa 
a patru expresii dintre care, una fiind punct de plecare, pe 
baza operaţiilor presupuse dc legea cuaternalităţii, celelalte 
trei apar a fi negaţia, contradualul, (predualul) şi dualul celei 
dintîi, dar nu ne asigură un criteriu cert pentru a şti în ce 
măsură aceste patru expresii pot da naştere unui pătrat logic 
consistent. Tocmai în acest punct intervine legea conjugării 
armonice şi dacă avem în vedere particularităţile unor expresii 
care se bucură de proprietatea de a fi armonic conjugate, 
anterior expuse, atunci putem considera că legea conjugării 
armonice preia semnificaţia legii cuaternalităţii, fără însă 
a o anula pe aceasta, pentru cazul particular al manifestărilor 
specific logice ale principiului dualităţii şi, în consecinţă, ne 
oferă un criteriu sigur pentru a şti dacă patru expresii, detec¬ 
tabile, dar nu mai mult decît ca patru expresii şi prin legea 
cuaternalităţii, pot forma cu certitudine un pătrat logic 
consistent. în aceasta noi vedem nu numai un specific al 
legii conjugării armonice în raport cu legea cuaternalităţii 
ci şi un argument pentru a susţine legea conjugării armonice 
ca adecvată manifestărilor logice ale principiului dualităţii. 

O a doua problemă asupra căreia dorim să ne oprim acum, 
în final, este legată de lărgimea domeniului în care, la nivelul 
logicii, principiul dualităţii îşi face manifestată prezenţa. 
După cum arătam în primul paragraf al introducerii, universul 
de discurs al ştiinţei logicii este astăzi extrem de larg şi diversi¬ 
ficat. Urmînd clasificarea făcută tot atunci, putem spune că 
noi ne-am ocupat de manifestările logice ale principiului 
dualităţii numai în cadrul logicii standard, mai precis, în 
cadrul logicii propoziţiilor şi al logicii predicatelor. Am mai 
putea adăuga încercarea de a sesiza în ce măsură se poate vorbi 
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de o implicare a principiului dualităţii în domeniile abordate 
şi cu atît mai puţin putem avea pretenţia de a fi epuizat mani¬ 
festările specific logice ale principiului dualităţii. Considerăm 
însă că, în cuprinsul lucrării am desprins cîteva aspecte esen¬ 
ţiale privind logica principiului dualităţii care, prin caracterul 
lor genera], o dată ce au fost întemeiate şi pe o cale formală 
în cadrul lui S£>, pot fi extinse şi dincolo de graniţele logicii 
standard. Considerăm că o condiţie necesară a unei astfel 
de lărgiri a perspectivelor logice ale principiului dualităţii 
este extinderea definiţiei dualităţii, sau altfel spus, de a arăta 
că această definiţie acoperă un domeniu mult mai larg decît 
cel al logicii standard. 

Evident, în măsura în care vorbim de aplicarea definiţiei 
dualităţii şi la alte nivele ale logicii decît cele cercetate pînă 
acum, este firesc să asimilăm unele noţiuni noi în raport cu 
cele deja utilizate pentru definirea dualului unei expresii 
oarecare a logicii standard. Astfel, dacă dorim o extindere 
a definiţiei discutate pentru logica claselor, în obţinerea 
dualului, în locul negaţiei, urmează a fi folosită operaţia de 
obţinere a complementului, iar dacă abordăm logica relaţiilor, 
aceeaşi operaţie de obţinere a dualului se realizează prin com¬ 
plementare şi conversiune. Mai departe, pentru aplicarea teoriei 
dualităţii în logica modală este necesar să definim ca duale 
enunţurile : „este necesar p ” şi „este posibil p ”. Fără a intra în 
amănunte şi deci mulţuroindu-ne doar cu indicarea căilor 
prin care pot fi sesizate implicaţiile principiului dualităţii 
în logica claselor, în logica relaţiilor şi în logica modală, dorim 
să subliniem faptul că această extindere a definiţiei dualităţii 
nu modifică cu nimic fondul acestei definiţii. 

La aceeaşi concluzie vom ajunge şi dacă încercăm aplicarea 
acestei definiţii Ia nivelul logicilor polivalente standard sau 
non-standard. Vom lua două exemple. Astfel, dacă plecăm 
de Ia definiţia matricială a conjuncţiei în sistemul trivalent 
Lukasiewicz — Tarski şi definiţia matricială a negaţiei în ace¬ 
laşi sistem: 


K 

1 

1/2 

0 

N | 


1 

1 

1/2 

0 

1 

0 

1/2 

1/2 

1/2 

0 

1/2 

1/2 

0 

0 

0 

0 

0 

1 
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operînd în cadrul matricii conjuncţiei ( K ) toate schimbările 
pe care le presupune obţinerea definiţiei matriciale a dualului 
conjuncţiei, vom obţine drept rezultat definiţia prin valoare 
de adevăr a disjuncţiei: 


A 

0 

^ 1/2 

1 

0 

0 

1/2 

1 

1/2 

1/2 

1/2 

1 

1 

1 

1 

I 


în felul acesta am obţinut un exemplu privind aplicarea 
nemodificată a’definiţiei dualităţii. Aşa cum la nivelul bivalenţei 
aplicarea operaţiei de dualizare asupra conjuncţiei are drept 
rezultat obţinerea disjuncţiei, tot Ia fel, Ia nivelul trivalenţei, 
conjuncţia şi disjuncţia sînt operatori duali. 

Mai departe, dacă luăm în consideraţie matricea conjuncţiei 
şi a negaţiei proprii sistemului de calcul intuiţionist şi ope¬ 
rînd şi în acest caz schimbările cerute de aplicarea operaţiei 
de dualizare asupra conjuncţiei, rezultatul va fi matricea 
disjuncţiei. Întrucît pentru calculul intuiţionist numai matri¬ 
cea negaţiei diferă în raport cu matricile luate mai sus (ne 
referim numai la operatorii care intră în discuţia de aici) vom 
cita doar matricea negaţiei şi pe cea a dualului conjuncţiei. 


N 

i A 1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1/2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 


în legătură cu aplicarea definiţiei dualităţii asupra defini¬ 
ţiilor matriciale ale operatorilor calculului intuiţionist, se 
impune o observaţie. Astfel, dacă încercăm să obţinem dualul 
unei singure variabile propoziţionale afectate de negaţie, 
adică încercăm aplicarea operaţiei de dualizare asupra operato¬ 
rului N, concluziile anterioare au deplină valabilitate, în 
sensul că operatorul N este un operator auto-dual. Dar, modi¬ 
ficările matricii negaţiei, în conformitate cu cerinţele opera¬ 
ţiei de dualizare, ne vor conduce la o matrice a negaţiei în 
bivalenţă, aşa cum acest lucru s-a întîmplat, de fapt, şi în 
Cazul trecerii, prin aceeaşi operaţie de dualizare, de la conjunc- 
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ţie la disjuncţio. Matricea cuprinde tot trei poziţii, dar două 
dintre ele conţin aceeaşi valoare de adevăr, valoarea de adevăr 
fals. Acest fapt se datoreşte felului în care negaţia este definită 
în cadrul calculului intuiţionist şi în fond nu afectează cu nimic 
definiţia dualităţii acceptată de noi. 

în conluzie, avînd în vedere precizările făcute, putem consi¬ 
dera că deşi analiza principiului dualităţii a fost făcută de 
către noi numai la nivelul bivalenţei, ideile la care am ajuns 
pe baza acestei analize au o valabilitate mai largă decît dome¬ 
niul logicii standard şi aceasta fără a opera modificări de 
principiu asupra definiţiei dualităţii acceptată iniţial. în 
acest fel, nu numai analiza principiului dualităţii, a proprietă¬ 
ţilor sale, ne-a dus la concluzii ce acoperă şi alte ramuri ale 
logicii moderne, dar şi aplicaţiile sale, prin intermediul teore¬ 
melor lui S[>, par să acopere o arie mult mai largă, decît cea 
prezentată pînă acum. Discuţia noastră privind consecinţele 
acestor teoreme în cadrul CP şi CF nu apare decît ca un exem¬ 
plu privind aplicabilitatea principiului dualităţii. Alte exemple 
pot fi obţinute, într-o manieră asemănătoare, la nivelul logicii 
claselor, la nivelul logicii relaţiilor, al logicii modale, al logi¬ 
cilor polivalente standard şi non-standard. 

Conţinutul principal al acestor aplicaţii ale principiului 
dualităţii, discutate şi exemplificate pînă acum, este acela 
că ele ne oferă, în cadrul logicii standard, sau la nivelul altor 
ramuri ale logicii moderne, prin intermediul teoremelor lui 
Sf> şi prin intermediul proprietăţilor sale, înţelese uneori 
ca „legi ale dualităţii”, un mijloc simplu, dar în acelaşi timp 
riguros, pentru fundamentarea unor teoreme. Reamintim 
în acest sens discuţia din paragraful (3.4), în legătură cu teore¬ 
ma (32.8) din S[>, sau exemplul geometriei proiective — para¬ 
graful (0.2). 

Faptul că putem întemeia anumite teoreme fără o demon¬ 
straţie specială, ci bazîndu-ne pe demonstraţia altor teoreme, 
ne permite simplificarea într-o anumită măsură a teoriei logice 
şi pe de altă parte, ne serveşte în descoperirea unor noi teoreme. 
Astfel, o analiză completă a operatorilor CP, de exemplu, poate 
fi realizată numai pe baza discuţiei a unei jumătăţi din numă¬ 
rul acestor operatori. Concluziile la care s-a ajuns în fiecare 
caz în parte, pot. fi extinse asupra dualilor lor. 

Dar sub acest aspect aplicativ, principiul dualităţii arejo 
semnificaţie mult mai largă. Este, suficient a aminti că el 
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însoţeşte, prin. manifestările sale, logica şi în aplicaţiile ei la 
alte domenii ale cunoaşterii. 

Principiul dualităţii îşi manifestă prezenţa şi la nivelul logicii 
modale. De aici putem conchide că prezenţa acestui principiu 
va putea fi constatată şi la nivelul logicii deontice, pornind 
de la ideea că cele patru categorii deontice: obligativitate, 
interdicţie, permisivitate, indiferenţă sînt analoage categoriilor 
modale necesitate, imposibilitate, posibilitate, contingenţă, 
în acelaşi sens, remarcăm utilizarea principiului dualităţii, 
prin intermediul unui sistem logic adecvat, în decizia socială. 
Această aplicabilitate a conceptului de dualitate este probată 
de Y. Murakami în legătură cu analiza conceptelor de autono¬ 
mie şi neutralitate socială [40 p. 31—35]. 

încheiem şirul exemplelor privind aplicaţiile principiului 
dualităţii dincolo de graniţele ştiinţei logicii, dar prin inter¬ 
mediul aplicaţiilor logicii, amintind legătura care există între 
teoria formelor normale din logica standard şi teoria contac¬ 
telor electrice. Urmînd, în acest sens, ideile lui N. L. Thomas 
[50 p. 153—175], remarcăm faptul că, dată fiind schema 
unui circuit: 



în care a este înţeles drept un contact deschis, iar a' drept un 
contact închis, ea este reprezentabilă printr-o formă normală 
disjunctivă : 

c'd v c'd'e v abd'e v abcd v c'd'e' v abd'e' 

Dar, dacă schema acestui sistem de contacte este reprezen¬ 
tabilă printr-o astfel de schemă logică, atunci dualul acestei 
expresii va desemna schema unui circuit care poate fi definită 
drept duala schemei de mai sus. Principiul dualităţii îşi află 
utilitatea în acest domeniu în legătură cu aflarea căilor de 
simplificare a sistemelor de contacte, cu găsirea caracteristici¬ 
lor lor matriciale etc. Pentru a oferi un exemplu suplimentar, 
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amintim şi faptul că teorema negaţiei, formula (32.19) din S[>, 
îşi află o aplicaţie directă în stabilirea complementarei unei 
scheme de contacte dată [50 p. 173]. 

Evident, în aplicaţiile principiului dualităţii dincolo de 
graniţele ştiinţei logicii trebuie să avem în vedere că acest 
aspect al principiului dualităţii este favorizat de existenţa 
acestui principiu nu numai la nivelul logicii formale în genere, 
ci şi în cadrul matematicilor. în introducerea lucrării ne-am 
oprit numai asupra unui caz particular al existenţei principiu¬ 
lui dualităţii în matematică, geometria proiectivă, dar avem 
certitudinea că implicaţiile sale acoperă un domeniu mult 
mai larg în universul de discurs al matematicilor. Chiar în 
introducere ne-am referit la realizările unor matematicieni 
şi logicieni în studierea principiului dualităţii sub aspectul 
manifestărilor sale în algebră, în special în algebra booleană. 
Am amintit acum numai faptul că, aşa cum arată S. Yajda, 
el este implicat la nivelul programării matematice în legătură 
cu problemele optimizării [52 p. 31—47], sau faptul şi mai 
general, indicarea concretă, de către W. H. Gottschalk, a 
căilor pc care principiul dualităţii poate fi regăsit la nivelul 
oricărui sistem algebric prin intermediul legii cuaternalităţii 
[20 p. 195 — 196]. 

Oferind o serie de exemple privind aspectul aplicativ al 
principiului dualităţii, am avut în primul rînd în vedere mani¬ 
festările de natură logică ale acestui principiu. Evident, ima¬ 
ginea acestor aplicaţii poate fi lărgită, dacă am lua în consi¬ 
deraţie şi modalitatea în care principiul dualităţii este prezent 
în matematică, dar o astfel de chestiune depăşeşte obiectivele 
lucrării noastre. 

Apreciem exemplele de pînă acum suficiente, pentru a ne 
putea permite să considerăm că studiul principiului dualităţii 
are o semnificaţie majoră. Dar înainte de a vorbi despre apli¬ 
caţiile principiului dualităţii ca temei al analizei proprietăţilor 
sale, credem că, pentru logicieni, importanţa studierii acestui 
principiu ţine şi de faptul că el este implicat într-o serie de 
probleme, fundamentale ale ştiinţei logicii. Sperăm că ideile 
care fac obiectul capitolelor prezentei lucrări sînt în măsură 
să convingă de aceasta. Mai mult, avem speranţa că studiul 
principiului dualităţii, aşa cum el a fost întreprins pe parcursul 
lucrării, nu numai că serveşte elemente noi privind analiza 
conexiunilor logice, a proprietăţilor unor operatori, dintre 
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care cităm în primul rînd negaţia, dar ne oferă şi anumite 
aspecte noi, fundamentale, de înţelegere şi explicitare a for¬ 
melor logice studiate de logica tradiţională. Dacă pentru cazul 
logicii standard am cita un singur exemplu şi anume legea 
conjugării armonice ca semn al unei importante proprietăţi 
a relaţiilor dintre conexiunile logice, legat de manifestările 
principiului dualităţii în teoria noţiunii, am remarca conclu¬ 
ziile privind raportul dintre elementele structurale ale noţiunii, 
cele privind legăturile dintre noţiunile gen şi specie şi am adău¬ 
ga implicarea principiului dualităţii în raporturile dintre jude- 
tcăţile de predicaţie. 

Pentru a putea oferi o cunoaştere cit mai riguroasă a proprie- 
tăilor principiului dualităţii şi a legăturilor sale cu alţi opera- 
oţri ai CP, am realizat o interpretare a operaţiei de dualizare 
în sensul unui operator logic şi pe baza proprietăţilor foTmale 
ale acestui operator am trecut la analiza, pe o cale formali¬ 
zată, în cadrul lui S[>, a principiului dualităţii sub aspectul 
proprietăţilor sale şi a raporturilor sale faţă de celelalte concepte 
fundamentale ale logicii moderne. Acest Lip de analiză nu ştim 
să mai fi fost aplicat pînă acum în studiul principiului duali¬ 
tăţii, dar principalul său merit constă, în aceea că el ne-a 
permis să dobîndim o rigoare specifică unui sistem formalizat 
în întemeierea proprietăţilor principiului dualităţii şi, totodată, 
ne-a asigurat posibilitatea de a discuta despre dualitate în 
mod riguros şi la nivel general. Semnificaţia acestui fel de a 
discuta despre principiul dualităţii este întregită de faptul 
că ea ne-a oferit criterii certe privind extinderea concluziilor 
noastre şi dincolo de graniţele logicii standard. 

Lucrarea a fost consacrată exclusiv studierii principiului 
dualităţii din punctul de vedere şi cu mijloacele ştiinţei logicii. 
Din conţinutul ei se poate desprinde concluzia că, prin mani¬ 
festările sale diverse, prin proprietăţile sale generale, acest 
principiu acoperă ştiinţa logicii în ansamblul ei. In acest fel, 
am înţeles să vorbim de principiul dualităţii ca un argument 
suplimentar în favoarea unităţii logicii, fără a respinge însă 
veritabila diversitate pe care o presupune logica contempo¬ 
rană, diversitate, de altfel, dovedită chiar de manifestările 
diferite ale principiului dualităţii. Şi chiar mai mult decît 
atît existenţa principiului dualităţii nu numai în logică, ci 
şi în matematică poate constitui un punct din perspectiva 
căruia să fie aduse elemente noi pentru clarificarea legăturilor 
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dintre ştiinţa logicii şi ştiinţa matematicilor. Dar aceste ultime 
chestiuni ţin de un domeniu mult mai general. Ele sînt proble¬ 
me constitutive pentru teoria sistemelor formale şi pentru meta¬ 
logică filosofică. 

Nu intenţionăm să ne oprim pe larg asupra unei asemenea 
chestiuni, dar am dorit doar să consemnăm cîteva obser¬ 
vaţii de natură generală pe care ni le-a favorizat studiul prin¬ 
cipiului dualităţii. Un punct de plecare pentru aceste obser¬ 
vaţii este ideea că relaţia de dualitate între două expresii 
logice (luăm termenul „expresie logică” într-un sens foarte 
general pentru a acoperi orice fel de elemente duale) constă 
într-o simetrie totală, atît sub aspectul elementelor structurale 
ale acestor expresii, cît şi sub aspectul lor de întreg constituit. 
In plus, dat fiind faptul că această simetrie se realizează prin 
intermediul negaţiei, diferenţa dintre cele două expresii este 
maximă, dar, prin existenţa relaţiei de dualitate, ele se presu¬ 
pun reciproc în sensul că fiecare expresie îşi găseşte în dualul 
său „altul” său, reversul său total. 

In această perspectivă, se ridică problema: de ce cînd e 
vorba de tautologie, de lege logică şi de contradicţie, sau de 
echivalenţă şi de disjuncţie exclusivă, dualul corespunde 
cu negaţia? într-un fel aceeaşi alterare a diferenţei presupusă 
de relaţia de dualitate apare, e adevărat, într-un fel oarecum 
deosebit, şi atunci cînd considerăm autodualii. Deosebirea 
constă numai în aceea că aici dualul se confundă cu expresia 
iniţială. Nu cumva acest lucru se datoreşte faptului că în aceste 
cazuri funcţiile de adevăr respective se realizează ca o absoluti¬ 
zare a unui aspect din structura lor, într-o anumită anulare 
a laturilor diverse presupuse de obiectul funcţiei, anulare reali¬ 
zată sub forma unei indiferenţe faţă de aceste laturi? 

Dacă luăm în consideraţie conjuncţia, disjuncţia, implica¬ 
ţia — cu toate formele ei — incompatibilitatea şi operatorul 
„nici . . . nici . . . .” se poate constata că valoarea de adevăr 
a funcţiei ca întreg se realizează ca o unitate, ca o sinteză 
unitară a laturilor deosebite pe care le presupune respectiva 
funcţie de adevăr. Conjuncţia desemnează coexistenţa unor 
elemente, dar prin dualitatea sa faţă de disjuncţie această 
coexistenţă este realizată drept coexistenţă a unor elemente 
distincte. La rîndul ei, implicaţia, prin însuşi faptul că este 
o succesiune presupune distingerea elementelor conectate în 
antecedent şi consecvent. 
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Oricare din aceşti operatori, pe care i-am caracterizat drept 
armonic conjugaţi, face ca valoarea de adevăr a funcţiei al¬ 
cătuite de ei să nu depindă numai de unul din componenţi 
— cazul operatorilor din clasa III — nici ca ea să fie indiferentă 
faţă de valorile lor — tautologie şi contradicţie — şi nici nu 
se stabileşte numai pe baza identităţii lor — echivalenţa — sau 
numai pe baza distincţiei lor — disjuncţia exclusivă. Dintre 
toţi aceşti operatori ne vom opri mai ales asupra perechii tau- 
tologie-contradicţie, căci, în sensul de lege logică şi de negaţie 
a legii logice ei sînt fundamentali pentru formalizarea logicii. 

Dacă acestea sînt lucruri reale, atunci pare firesc că nu e 
posibil a idealiza formalizarea logică căci, prin însăşi natura 
ei, tautologia, sub aspectul ei de lege, exprimă lumea — cum 
spunea Wittgenstein — dar, dată fiind indiferenţa pe care o 
presupune, deci caracterul ei limitat, ea exprimă lumea numai 
ipotetic, numai pe o latură a ei. Dacă reducem lumea la 
această latură, dacă absolutizăm legea logică, e firesc ca orice 
lege logică să fie, în toate sensurile, echivalentă ca oricare 
altă lege logică şi totul sfîrşeşte într-o indistincţie absolută, 
în plus, este normal să apară paradoxele pentru că se pretinde 
că legea logică exprimă totul şi într-adevăr, ea exprimă tot 
ce a rămas după ce a fost anulată posibilitatea de a distinge, 
de a sesiza ce este diferit. Absolutizînd, în această direcţie, 
legea logică, este uşor să facem încă un pas pentru a obţine 
concluzii filosofice pesimiste cu privire la posibilitatea cunoaşte¬ 
rii umane. Considerăm că, în acest sens, Lukasiewicz avea 
perfectă dreptate cînd spunea că logica nu are nimic de a face 
cu gîndirea mai mult decît ar avea de a face cu ea matematica, 
dacă facem abstracţie de gîndirea reală şi de realitate în sens 
plenar. Tot aici îşi află un punct real de sprijin intuiţionismul 
în critica sa împotriva formalismului şi logicismului, numai că 
şi acest curent intuiţionist sfîrşeşte la fel cu formalismul şi 
logicismul atunci cînd absolutizează diferenţa în detrimentul 
unităţii. 

Este un lucru asemănător pentru toate sistemele axiomatice, 
care deşi diferite în mecanismul lor, cu toate că pornesc de la 
operatori din clasa II, dacă este dus la limită, la axiome şi 
teoreme, ajunge la anularea diferenţei care era presupusă ini¬ 
ţial. Trebuie să respingem axiomatizarea? în nici un caz nu, 
pentru că, dincolo de faptul că ea constituie o mare realizare 
a minţii umane, veritabila ei valoare stă în aceea că ea ne ser- 
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veste pentru a epuiza, pe o cale riguroasă — calea necesităţii 
logice —, pînă la ultimele ei limite, analiza tuturor inferenţelor 
posibile, ne serveşte să epuizăm toate concluziile ce decurg din 
anumite date. A proceda axiomatic înseamnă a avea certitu¬ 
dinea asupra drumului de la axiome la teoreme şi în acest 
sens dezideratul lui Hilbert pare justificat, deşi un sistem 
axiomatic nu înseamnă a avea întreaga lume sau întreaga 
gîndire, cu toate laturile lor exprimate perfect în axiome şi 
teoreme. 

Datele iniţiale sînt date veritabile, dar ele sînt numai anu¬ 
mite date. Deci, adevărurile exprimate de sistemul axiomatic 
prin legile lui sînt relative la aceste date şi sînt ipotetice dincolo 
de ele. Este în fond o reluare cu alte mijloace şi în alte condiţii 
de analiză a ceea ce Aristotel spunea despre silogism — „ceva 
fiind dat, altceva decurge cu necesitate” — dar, totdeauna, 
o reflexie asupra sistemului axiomatic trebuie să aibă în vedere 
faptul că a fost dat numai ceva şi că de aici a decurs cu necesi¬ 
tate altceva şi că necesitatea logică nu este o raţiune suficientă 
pentru a crede, fie că a fost dat totul, fie că a decurs cu necesi¬ 
tate totul. 

Valoarea sistemului axiomatic ar fi mai ales aceea de a per¬ 
mite o analiză completă a consecinţelor şi nu, în primul rînd, 
de a fi o unealtă de descoperire în sensul în care, obiectul efor¬ 
tului de investigare ar fi realitatea sau gîndirea, fiecare conce¬ 
pute plenar. Pe această latură, de a fi unealtă de descoperire 
mai fructuoasă, apare deducţia naturală şi străduinţele depuse 
spre lărgirea perspectivelor axiomatizării, aşa cum acestea 
s-au realizat pe linia calculului prototbetie al lui Lesniewski, 
sau a metodelor semantice iniţiate de Beth. în acelaşi context, 
deşi cu mijloace diferite, înţelegem şi încercarea de către P. 
Botezatu a unei logici operatorii. 

Pericolul prezent şi într-un caz şi în altul, dar mai ales în 
cazul sistemului axiomatic, este acela de a absolutiza legea 
logică. In eventualitatea unei astfel de situaţii, nu este greu 
a presupune, explicit sau implicit, că întreaga lume s-a redus 
la o lege logică sau la un ansamblu de legi logice. Ca rezultat, 
paradoxele apar în mod firesc. Semnul, poate numai semnul, 
că o tautologie prezintă un astfel de pericol, că ea permite o 
asemnea interpretare, este indistincţia dintre dual şi negaţia 
formulei iniţiale. Printr-o astfel de indistincţie, tautologia se 
opune dualului său ca tot ceea ce este în afara tautologiei. 
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Opoziţia dintre tautologie şi dualul său este absolută, prin 
excludere reciprocă şi nu prin presupunere reciprocă, pentru 
că tautologia şi dualul său epuizează, în mod formal, întreaga 
lume. 

în această perspectivă, ni se pare justificat a susţine că 
logica este ştiinţă despre gîndire, dar ea nu a reuşit şi nici nu va 
reuşi vreodată, prin ea însăşi numai, să epuizeze în mod abso¬ 
lut cunoaşterea gîndirii. Ar fi numai o iluzie să credem că, aşa 
cum spunea I. Kant, logica e o ştiinţă încheiată, că istoria ei 
s-a sfîrşit şi ar fi şi mai grav să credem că ea a spus deja totul 
despre obiectul investigaţiilor sale. Logica este în mod esenţial 
ştiinţă despre gîndire, dar redusă la tautologie ea nu mai 
corespunde gîndirii în sensul în care gîndirea există ci numai 
unei tendinţe, unei posibilităţi prin care gîndirea — ca proces 
de raţionare — s-ar realiza în măsura în care ea ar dispune de 
nişte cunoştinţe absolute pe care să le ia drept premise ale 
demersului logic. Ar fi oarecum o contradicţie în subiect a 
absolutiza legea logică, căci ar însemna a privi legea logică 
ca expresie a gîndirii în ansamblul ei. înseamnă a confunda 
gîndirea ca un dat, ca aceea ce ea este de fapt în ansamblul 
ei, cu numai una din tendinţele, ei de realizare sub aspectul 
procesualităţii logice. 

Noi considerăm că principiul dualităţii, atunci cînd are 
posibilitatea de a se manifesta plenar în cazuri concrete, sau 
înţeles ca un principiu care acoperă întregul univers de discurs 
al ştiinţei logicii, impune respingerea unei limitări absoluti- 
zante, caracteristică tautologiei, şi cere, în mod necesar, o 
corelaţie între unitate şi diferenţă. Prin aceasta însă, am depă¬ 
şit nivelul formal, graniţele logicii. 0 corelaţie între principiul 
dualităţii şi unitatea identitate-diferenţă este şi sîntem con¬ 
vinşi, va fi în continuare, obiectul filosofiei logicii. 



ANEXA 


Utilizarea axiomelor (32.1) şi (32.2) şi a definiţiilor (32.4) 
şi (32.19), precum şi a regulilor de deducţie din S[>, la care 
adăugăm regula schimbului reciproc dc echivalenţe, ne duce 
la următoarele echivalenţe pentru grupurile de operatori bi¬ 
nari ai CP, distinse prin clasificarea după criteriul dualităţii, 
din paragraful (1.3): 

1. Clasa I (operatorii V, 0, E şi J) 


1. Ypq = VNpNq 

2. Vpq = NOpq 

3. Vpq = NONpNq 

4. Opq - ONpNq 

5. Opq = NVpq 

6. Opq - NVNpNq 

7. VNpNq = NOpq 

8. NOpq = NONpNq 

9. VNpNq = NONpNq 

10. ONpNq NVpq 

11. NVpq = NVNpNq 

12. ONpNq = NVNpNq 


13. Epq = NJpq 

14. Epq - ENpNq 

15. Epq =: NJNpNq 

16. Jpq - NEpq 

17. Jpq = JNpNq 

18. Jpq = NENpNq 

19. NJpq = ENpNq 

20. ENpNq = NJNpNq 

21. NJpq = NJNpNq 

22. NEpq = JNpNq 

23. JNpNq = NENpNq 

24. NEpq = NENpNq 
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2. Clasa II — subgrupul (c„) 

25. Bpq - NMpq 

26. Bpq = CNpNq 

27. Bpq = NLNpNq 

28. Cpq = NLpq 

29. Cpq = BNpNq 

30. Cpq = NMNpNq 

31. NMpq = CNpNq 

32. CNpNq = NLNpNq 

33. NMpq = NLNpNq 

34. NLpq = BNpNq 

35. BNpNq = NMNpNq 

36. NLpq = NMNpNq 
3. Clasa III (operatorii 

49. Fpq = INpNq 

50. Fpq = NIpq 

51. Fpq = NFNpNq 

52. Gpq = HNpNq 

53. Gpq = NHpq 

54. Gpq — NGNpNq 

55. Hpq = GNpNq 

56. Hpq = NGpq 

57. Hpq = NHNpNq 

58. Ipq = FNpNq 

59. Ipq - NFpq 

60. Ipq = NINpNq 


(operatorii B, C, L^M) 

37. Mpq _ NBpq 

38. Mpq = LNpNq 

39. Mpq = NCNpNq 

40. Lpq - NCpq 

41. Lpq = MNpNq 

42. Lpq - NBNpNq 

43. NBpq = LNpNq 

44. LNpNq = NCNpNq 

45. NBpq = NCNpNq 

46. NCpq — MNpNq 

47. MNpNq = NBNpNq 

48. NCpq = NBNpNq 
F, G, H, I) 

61. NIpq = INpNq 

62. NIpq = NFNpNq 

63. INpNq = NFNpNq 

64. NHpq = NGNpNq 

65. HNpNq = NHpq 

66. HNpNq = NGNpNq 

67. GNpNq = NGpq 

68. NGpq = NHNpNq 

69. GNpNq = NHNpNq 

70. FNpNq - NFpq 

71. NFpq = NINpNq 

72. FNpNq = NINpNq 
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Obţinerea expresiilor cuprinse in această anexă presupune, 
în afara formulelor invocate iniţial, utilizarea unora din ele 
ca punct de plecare, pentru fiecare caz in parte. Drumul de 
la axiomele, teoremele, definiţiile şi regulile lui S [> la echi¬ 
valenţele de mai sus este analog cu cel parcurs în paragraful 
(4.2) pentru obţinerea seriei de formule (42.1) — (42.28). 



ABSTRACT 


The book is devoted to a problem more familiar to mathe- 
maticians than to logicians and its principal aim is to discuss 
the questions of dnality involved in formal logic. Although 
rnany books and papers on modern logic are not containing 
any references to the principie of duality we could find two 
different ways to define it. The first, is quite common for 
almost all logicians and in brief it means to regard duality 
between two logical formulas as a complete symmetry by 
negation. The second is I. Copi’s definition that identifies 
duality and negation. Following a preliminary discussion of 
tkose opposite definitions we bring in some arguments to 
reject I. Copi’s concept of duality. 

Taking into account the principie of duality as a symmetry 
by negation we could point out some differences among 
two-valued logic functors and some properties of duality and 
the relations between duality and others logical functors. The 
main point here is to find with the help of duality a special 
connection between some logical formulas called by us „the 
law of harmonical conjugation”. That law is different from W. 
H. Gottschalk’s ”law of quaternality” (JSL, voi. 18, No. 3, 
p. 193), because it enables us not only to find four formulas 
that could be arranged in a square as a geometrical pattern, 
but to discover such formulas to arrange them in a square as a 
logical pattern similar to the tradiţional square of oppositions. 

We introduce a special functor of duality briefly called [>. 
Using truth-values tables we define £> and its properties. 
Further we built up an axiomatic System of dnality called 
S£>. In order to prove the theorems of duality we used only 
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threc axioms and finally we checked the consisteney of S[>. 
We had the opportunity to discuss some consequences of S£> 
for propositional and funcţional calculi. As an example, among 
these consequences we suppose the simplification of elementary 
logic, but we regard the principie of duality as involved inside 
the modal and the standard or non-standard many-valued 
logics too. At the same time we discussed some aspects of dua¬ 
lity in tradiţional logic. 

Well known in mathematics as a result of an involution in 
eaeh mathematical System the principie of duality presents 
some particular features in its logical appearance. In this 
respect we find here a point for further discussions concerning 
the relationships between logic and mathematics. We think 
that the principie of duality may be regarded as standing 
at the level of formal Sciences for an universal principie of 
symmetry. But more than that. We suppose it could be used 
to explain some experimental findings which have violated 
the classical idea of symmetry. 
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